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(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье дается простой принцип доказательств существования, 
основанный на известной топологической теореме об инвариантности 
области. Этот принцип применяется к доказательству трех теорем из 
теории выпуклых тел, из которых две были получены Минковским дру- 
гим методом, а третья является новой. 


Теорема об инвариантности области в простейшей форме состоит 
в утверждении, что при топологическом отображении п-мерного шара 
на подмножество п-мерного же эвклидова пространства внутренние 
точки шара переходят во внутренние точки того множества, на которое 
шар отображается. Из этого частного утверждения следует известная 
общая теорема об инвариантности области, которой мы и будем поль- 
зоваться: топологический образ п-мерного многообразия в п-мерном же 
многообразии представляет открытое множество *. 

На основании этой теоремы мы получаем простой принцип доказа- 
тельств существования для таких случаев, когда теорема существования 
имеет характер: «для всякого а существует 6, и обратно, для каждого 
р существует а». Например, основная теорема алгебры утверждает: 
«всякие п чисел суть корни полинома п-ой степени, и обратно; всякий 
полином п-ой степени имеет и корней». Доказательство этой теоремы 
я даю в $2 лишь для иллюстрации метода. Оно, конечно, не проще 
известных доказательств, и я даже не уверен, что оно еще не известно **.. 

Далее я даю три приложения полученного принципа к доказатель- 
ствам существования в теории выпуклых тел: в $$ Зи 4 доказываются 
две основные теоремы Минковского, а в $ 5— теорема, в некотором 
смысле двойственная его теореме о существовании многогранника с задан- 
ными направлениями и площадями граней. Такого рода теоремы могут 
трактоваться как теоремы о необходимых и достаточных условиях. 
Так, доказываемая в $ 5 теорема дает необходимое и достаточное усло- 


* Существенно, что у каждой точки п-мерного многообразия есть окрестность, 
гомеоморфная п-мерному шару. Доказательство теоремы об инвариантности области 
см. напр. Зейферт Г. и Трелльфалль В., Топология, М.—Л., 1938, стр. 371. 

** После того как эта работа была уже написана, в «Матем. сборнике», т.4 (46): 1, 
появилась статья Г. М. Голузина, в которой применяется тот же метод 
доказательства существования. 
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вие того, чтобы числа К,, К.,..., К» представляли площади сфериче- 
ских изображений вершин (или, что то же самое, величины углов, 
дуальных углам многогранника) выпуклого п-гранника, все вершины 
которого лежат на данных п лучах, исходящих из одной точки. Точно 
так же можно понимать доказываемые в $$ 3 и 4 теоремы Минковского. 
В $6 указанная теорема о многогранниках обобщается на любые вы- 
пуклые тела. 

Все параграфы, кроме $ 6, являющегося продолжением $ 5, совер- 
шенно независимо друг от друга основываются на $ 1, так что их можно 
читать в произвольном порядке. 


$ 1. Основной принцип 


Пусть имеем многообразие А элементов а и связное мнозообразие В 
элементов В того же числа измерений, что и А. Пусть А взаимно 
однозначно и непрерывно отображается на подмножество В’ многооб- 
разия В так, что если Фи суть образы аи и 6» сходятся к 6, то 
а, сходятся к а, являющемуся прообразом 6 *. Тогда В’ совпадает с В, 
т. е. А отображается на В. 

Докажем это утверждение. 

Отображение А на В’ есть гомеоморфизм. Поэтому, по теореме об 
инвариантности области, В’ открыто в В. С другой стороны, В’ зам- 
кнуто в В. Действительно, пусть 6» принадлежат В’ и сходятся к 6. 
Тогда по условию Ф есть образ элемента а, предельного для а», пред- 
ставляющих прообразы 6». Поскольку 6 есть образ а, постольку оно 
принадлежит В’. Значит В’ замкнуто в В. Но если В’ и открыто 
и замкнуто в В, то оно простирается на все В,.так как В связно. 


$ 8. Основная теорема алгебры 


Пусть а — совокупность п комплексных чисел, не равных друг другу. 
попарно. Порядок чисел не учитывается. Во множестве А всех сово- 
купностей а непрерывность вводится естественным образом: окрестность 


совокупности (11, 2,..., 29) определяется условиями |1:—1%| <, 
когда в < ши | 21 —2}|. Очевидно, что в таком случае А есть 2и-мерное 

+) ' 
многообразие. 


Пусть $ — полином п-ой степени без кратных корней с комплексными 

коэффициентами и со старшим коэффициентом единица** , 
на, "-1--... Таха», с 

Многообразие В полиномов Ь также 2п-мернов. ‘ 

Каждой совокупности а п чисел отвечает один полином 6 (по фор- 
мулам Виета). Каждый полином ф имеет не более п корней. Поэтому, 
если ему соответствует совокупность а его корней, то только одна. 
Наконец, по формулам Виета коэффициенты зависят от’ корней непре- 

* В силу этого условия отображение взаимно непрерывно. 


жж 
Наличие или отсутствие кратных корней, как известно, устанавливается 
рациональными операциями. 
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рывно. Следовательно, мы имеем взаимно однозначное и непрерывное 
отображение многообразия корней А в многообразие полиномов В. 

Пусть В’— образ А, т. е. множество полиномов, имеющих п корней. 
Пусть [— отображение А на В’. Покажем, что если „= (ат) и 6.->6, 
то аи —>а, причем 6 = } (а). 

Пусть полиномы 6», имеющие корни, сходятся к полиному 6. Корни 
полиномов 6» ограничены: именно, если 2” — корни т-го полинома 
и а") его коэффициенты, то 

[27 | < 4-Е тах | а(" |. 
В силу этого из последовательности а, а,,... совокупностей корней 
полиномов би можно выбрать сходящуюся подпоследовательность 
а„,—>а. Но тогда по формулам Виета заключаем, что а есть совокуп- 
ность корней полинома 6, к которому стремятся 6», Следовательно, 
последовательность @„ имеет предел а— совокупность корней поли- 
нома 2. 

Мы видим, что все условия основного принципа выполнены; не до- 
казано только, что многообразие полиномов без кратных корней связно. 
Как только это будет установлено, то сразу же на основании нашего 
принципа мы получаем, что всякий полином без кратных корней имеет 
п корней. 

Условие наличия кратных корней состоит в равенстве нулю резуль- 
танта В полинома и его производной. В есть рациональная функция 
корней полинома 


Ва ОР (630, 
Нужно доказать, что от одной совокупности чисел (а1, а, ..., ап) 
можно перейти к другой (а1, а>,..., ар), не обращая функцию В 
в нуль. Будем переводить (@1, а›,..., а,_1) в (а1, а>,..., @ап_1), всохра- 
няя а, =а». Если при этом среди значений Р(а„_1,..., а!) окажутся 


равные На то можно будет изменить а, так, чтобы этого не полу- 
чилось*. Во всяком случае мы придем к совокупности (а1’, а»’,... 
аа). 

Теперь, при неизменных а1’,а>,..., аи_1, В может обращаться 
в нуль только при конечном числе значений а„. Поэтому достаточно 
на комплексной плоскости а» соединить числа а„’и а, путем, не про- 
ходящим через эти точки. 


$ 3. Сущеетвование тела с данной опорной функцией 
ТЕОРЕМА. Пусть Н (и) — функция векторов в п-мерном простран- 
стве, положительно однородная, первой степени и выпуклая, т. е. 
1) при т=0 Н(ти)=ГН (и), 
2) Н(и- 5) <= Н(и)+Н(5). 
Существует выпуклое тело с опорной функцией Н (и). 


* Точку, изображающую число а, на комплексной плоскости, надо отвести 
в сторону от пути, который зачерчивает на ней Р (а,_1,..., а). 
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Эта теорема впервые была доказана Минковским ("). Мы докажем ее 
сперва для опорных функций многогранников, воспользовавшись для 
этого нашим принципом, а потом предельным переходом перенесем ее 
на любые опорные функции. 

Теорема для случая многогранника гласит: ния в 

Пусть в пространстве имеется п единичных векторов пу, Из, ..- › Пт, 
не идущих в одно полупространство. Пусть каждому из этих вевто- 
ров отнесено по числу Н‚, Н.›,..., И, так, что если вектор пк пред- 
ставляется как комбинация других с неотрицательными коэффиииен- 
тами 


пк = >> У: Из, (1) 
т 
то 
Нь < Ум Н-. (2) 
ЮО 
Тогда существует выпуклый многогранник, грани которого имеют 
внешние нормали ти, пь,..., пп и соответственно опорные числа (т. е. 
расстояния от начала до граней) Ну, Н», ..-., Н»- 

Пусть А— многообразие выпуклых многогранников а © внешними 
нормалями к граням п. ..., пт. Расстояние между многогранниками 
определяется как обычное уклонение двух множеств. Пусть В — много- 
образие упорядоченных совокупностей 6 п чисел (Н,,Нь,..., Н»), 


удовлетворяющих неравенствам (2). В есть не что иное, как внутрен- 
ность выпуклого многогранника (пересечение полупространств (2)) 
в п-мерном эвклидовом пространстве. Следовательно, В — связно. 

Каждый выпуклый многогранник а имеет опорные числа, удовле- 
творяющие неравенствам (2). Действительно, пусть д — вектор, идущий 
из начала в точку, лежащую внутри А-ой грани. Тогда 


ПЖ = Нь. (3) 


Вместе с тем, так как х не лежит ни на одной из плоскостей других 
граней, то при: = Ё 


пд < Нь (4) 
Имея в виду, что 
пк = У уыть, (1) 
получаем из (3) и (4) путем очевидных вычислений 
Нь < УуыН.. (2) 
Из приведенного вывода ясно также, что равенство. 
Нь= У зы Я! (5) 


возможно только тогда, когда А-ая грань вырождается, т. е. не имеет 
внутренних точек. 
Таким образом мы показали, что многообразие А многогранников 


отображается в многообразие В. Это отображение взаимно однозначно 
и взаимно непрерывно. 
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Установим, наконец, ` последнее требование нашего принципа. Пусть 
системы опорных чисел 6» сходятся к системе опорных чисел 6. Тогда 
соответствующие многогранники а„ сходятся к многограннику с систе- 
мой опорных чисел 5. Если бы этот многогранник не был из А, то 
хотя бы для одного из его опорных чисел имело место равенство (5). 
Однако этого нет, так как по условию система 6 его опорных чисел 
удовлетворяет неравенствам (2). 

Следовательно, образ А замкнут в В, но вместе с тем он и открыт 
в В. Поэтому А отображается на все В, т. е. всякой системе $ опор- 
ных чисел отвечает многогранник 4. 

Теперь остается перенести полученный результат на функции Н (и), 
удовлетворяющие условиям теоремы, указанной в начале этого параграфа. 

Заметим прежде всего, что если в неравенствах (2) допускать также 
знаки равенства (т. е. брать точки на границе многообразия В), то 
таким системам опорных чисел тоже будут отвечать многогранники, но 
с некоторыми исчезающими гранями. 

Пусть теперь дана функция Н (и) такая, что 

1) при г=0 Н(ти)=тН (и), (6) 

2) Н (#5) = Н(и)+Н(5). (7) 
Возьмем на единичном шаре всюду плотное счетное множество точек 
и векторы, идущие из центра в эти точки, обозначим п, п..... 
Каждому из них соответствует значение функции Н (и) 

Н.=Н (п). (8) 
В силу условий, наложенных на функцию Н (и), эти числа удовлетво- 
ряют соотношениям 


Нк < У эн Нь (9) 
где у»; имеют тот же смысл, что и в формуле (1). Поэтому, начиная 
с некоторого / (такого, что векторы п:, п.,..., пм не идут в одно 


полупространство), эти числа Нь будут, как мы доказали, определять 
многогранники А. Совокупность этих многогранников ограничена. 
Поэтому из нее мы выделим последовательность, сходящуюся к выпук- 
лому телу Н. Как известно, тогда опорные функции многогранников 
будут сходиться к опорной функции тела Н. А так как на всюду 
плотном множестве {п1, п.,...} значения опорных функций многогран- 
ников представляют значения функции Н (и), то данная функция Н (и) 
и будет опорной функцией предельного тела Н. 


$ 4. Существование выпуклого многогранника е данными площадями 
и направлениями граней 


ТЕОРЕМА. Пусть п; @=1,..., п) любые п направлений, среди 
которых есть три независимых, и Е: (1=1,'..., п) любые п положи- 
тельных чисел таких, что 


ли =. (1) 
#=1 
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Тогда всегда существует выпуклый п-гранник такой, что его грани 


имеют соответственно`площади РГ; и внешние нормали па (2). 
Пусть а—класс ‘равных и параллельно расположенных выпуклых 


многогранников с внешними нормалями п;. Расстояние двух таких 
классов можно определить как точную нижнюю границу расстояний 
входящих в них многогранников. Совокупность всех таких классов 
представляет при этом условии (п — 3)-мерное многообразие * А. 

Пусть $ — совокупность чисел (Ё;,..., Е»), удовлетворяющих усло- 
виям теоремы. Многообразие В совокупностей 6 (п—3З)-мерное. Оно 
представляет пересечение положительного координатного угла п-мерного 
эвклидова пространства 

О: Ро 0 
с (п 3)-мерным - линейным подпространством, определяемым равен- 


ствами (1) (которых три — по числу составляющих векторов 7). 

Каждому классу а отвечает совокупность площадей его граней. 
Это соответствие, очевидно, непрерывное. Поэтому многообразие А одно- 
значно и непрерывно отображается на подмножество В’ многообразия В. 
Это отображение взаимно однозначно вследствие теоремы Минковского 
о единственности с точностью до переноса многогранника с данными 
площадями граней. 

Пусть последовательность 6:, 6.,... из В сходится к 6. Пусть 
а!, а»... классы многогранников, соответствующие 6;, 6,,... Они 
ограничены в совокупности, так как площади граней ограничены и не 
стремятся к нулю. (Если для всех площадей граней РЁ; имеем ЁР > ЕР; > 
—>|.> 0, то объемы, в силу изопериметрического неравенства 


36? = (У Е.) 
1 


п 


Уз ХЕ, 
1 

* Многогранник можно задавать п его опорными числами. В пространстве всех 
многогранников параллельные друг другу многогранники образуют трехмерное, 
по числу составляющих переноса, подпространство. Любое такое подпространство 
получается путем переноса из подиространства точек, т. е. многогранников, параллель- 
ных многограннику с опорными числами, равными нулю; при этом такие много- 
гранники не входят в наше многообразие А. Многогранник определяется вектором 
(Н,,Н,,...,Н»), составляющие которого суть опорные числа. Если этот вектор 
откладывать из разных точек указанного подпространства, то этому соответствует 
построение многогранников с опорными числами (Н,,Н., ..., Н») относительно 
любого начала. А это и есть все параллельные многогранники. 

Можно также вместо классов параллельных многогранников рассматривать много- 
гранники с центрами тяжести в начале, или такие, опорные числа которых удовле- 
творяют соотношениям 


ограничены; а так как 


п 
Хи, - 
1 


Всегда можно так перенести многогранник, чтобы это соотношение выполнялось. 
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то при всех Н; > 0 (начало внутри) 


= 
Ни Ре 
Н: = ий < 1 ) 
9? 7 
т. е. многогранники ограничены.) Поэтому можно взять сходящуюся 
подпоследовательность аъ, ак... У многогранника из предельного 


класса а будет совокупность площадей граней 6. Поэтому этот много- 
гранник имеет все п граней. Следовательно, 6 отвечает некоторому 
классу многогранников а. 

Таким образом, мы убедились, что все требования нашего принципа 
выполнены и, применяя его, мы получаем доказательство теоремы. 

Из доказанной теоремы о многогранниках получается общая теорема 
о существовании выпуклого тела с заданной поверхностной функцией (3). 
Мы не будем здесь проводить доказательства этой общей теоремы. Оно 
аналогично доказательству теоремы $ 6 (4). 


$ 5. Сущеетвование выпуклого многогранника с данными сферическими 
изображениями вершин 


Сферическим изображением вершины выпуклого многогранника мы 
называем телесный угол, заполняемый нормалями к опорным плоско- 
стям в этой вершине. Этот угол дуален телесному углу самого много- 
гранника. В дальнейшем мы будем иметь в виду не самый угол, 
а его величину. 

ТЕОРЕМА. Пусть из точки О исходят лучи тт,.... ти, не идущие 
в одно полупространство. Пусть Сы. „„-— сферическое из0б ражение 


выпуклой оболочки лучей ТА з РА, ‚...)Гли’ Вели мы имеем выпуклый много- 


гранник с вершинами на лучах ’› то сферические изображения К; его 
вершин удовлетворяют неравенствам 


: т 
2 К; — С, Ат ) ( ) 
где ие берется по всем лучам, не попавшим в выпуклую оболочку 


лучей т ть, ее) я 

Обр если даны числа К; > 0, удовлетворяющие неравенствам (1) 
и такие, что их сумма равна 4т, то существует и при том один. 
с точностью д0 подобия выпуклый многогранник с вершинами, лежа- 
щими на лучах г; и имеющими сферические изображения К; *. 

1. Докажем первую часть теоремы. Пусть имеем выпуклый много- 
гранник Н с вершинами на лучах г;. Берем лучи р. а о и строим 


их выпуклую оболочку И. Это есть телесный угол с вершиной в точке О. 


* Эта теорема сформулирована нами для многогранников в трехмерном про- 
странстве. Однако, она дословно вместе с даваемым ниже доказательством распро- 
страняется на многогранники в пространстве любого числа измерений п>. 2; нужно 
только вместо 4п взять поверхность единичного шара в соответствующем про- 


странстве. 
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Пусть лучи ’.›...›Гы› а соответственно и вершины Аз, и А: ока- 
зываются вне У. 


Плоскость, опорная`к У, пересекает многогранник Н, а при движе- 
нии от О она становится в некоторый момент опорной в вершине много- 
гранника Н, не попавшей в У. Следовательно, всякая опорная плос- 
кость к У имеет параллельную ей опорную плоскость к Н в одной из 
вершин А;,..., Аз. Кроме того, в этих вершинах есть и другие опор- 
ные плоскости, например, плоскости граней, пересекающие У. Отсюда 
и следует неравенство (1). Отсюда также ясно, что 


УК: = Сл, 


тогда и только тогда, когда вершины А: , Е А: попадают в точку О, 
и тогда У есть угол самого многогранника. 


Таким образом необходимость условий, налагаемых на числа К;, 
доказана. 


2. Докажем теперь, что два выпуклых многогранника, вершины 
которых расположены на одних и тех же лучах и имеют равные сфе- 
рические изображения, подобны. 


Пусть Н, и Н,— два таких многогранника с вершинами на лучах, 
идущих из точки О. Уменьшим Но. подобно с центром подобия О так, 
чтобы он помещался целиком внутри ,. Будем теперь увеличивать Н» 
подобно, с центром подобия О. В некоторый момент хотя бы одна из 
его вершин А” совпадет с лежащей на том же луче вершиной А’ много- 
гранника Н|. В этот момент телесный угол при А” будет лежать 
в телесном угле при вершине А’. Поэтому дуальный угол при вер- 
шине А”, напротив, будет содержать дуальный угол при вершине А’. 
Но так как величины этих углов по условию равны, то углы совпа- 
дают. В таком случае вершины наших многогранников, соседние к А’ 
и А”, совпадают, так как находятся на одних и тех же лучах, исхо- 
дящих из О. Для дуальных углов при этих вершинах применимы 
те же рассуждения и т. д. 


В результате получаем, что наши многогранники совпали. Значит, 
до преобразования многогранника Н, они были подобны. 


3. Теперь докажем существование многогранника с данными сфери- 
ческими изображениями вершин. 


Пусть а—класс подобных друг другу выпуклых многогранников 
с вершинами на данных лучах т,,..., Г». Каждый класс а определяется 
отношениями чисел В,:В.:...:В„, дающих расстояния вершин от 
начала О. Пусть А — многообразие классов а. Это — множество 
в (п 1)-мерном проективном пространстве с координатами В\,..., Вл. 

А — действительно многообразие, так как если у данного выпуклого 
многогранника вершины несколько перемещать, то при достаточно 
малых, но в остальном произвольных смещениях вершин выпуклая 
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оболочка их снова будет выпуклым многогранником, для которого они 
будут действительно вершинами *. 

Пусть В— многообразие совокупностей $ положительных чисел 
(К,,Кь,..., К»), сумма которых равна 4л и которые удовлетворяют 
неравенствам (1). Это есть пересечение внутренности выпуклого много- 
гранника, определяемого неравенством (1) в П-мерном пространстве, 
© плоскостью | 


УК, =4т. 
1=1 


Следовательно, В есть многообразие (п —1)-мерное и связное. 

Каждый многогранник а имеет сферические изображения вершин, 
удовлетворяющие условиям, определяющим многообразие В. В силу 
этого многообразие А отображается на множество В’ из В. Это отобра- 
жение непрерывно и взаимно однозначно в силу доказанного в п. 2. 

Пусть теперь последовательность 6., 6.,... из В’ сходится к 6. 
Этой последовательности отвечает последовательность ал, а.,... Из нее 
мы выбираем подпоследовательность, сходящуюся к некоторому классу 
выпуклых многогранников а, который а рг1ог1 может и не принадле- 
жать многообразию А (а может лежать на его границе в (п — 1)-мерном 
проективном пространстве). 

Так как при сходимости многогранников сходятся и сферические 
изображения их вершин, то сферические изображения вершин много- 
гранников класса а даются точкой 6 из многообразия В. Поэтому сфери- 
ческие изображения всех вершин положительны, т. е. мы имеем реаль- 
ные вершины. Кроме того, если бы хоть одна из вершин попадала 
в точку О (одно из В; =0), то хотя бы вместо одного из неравенств (1) 
имело место равенство. Таким образом а принадлежит многообразию А 
и 6 принадлежит В’. Мы видим, что все требования нашего принципа 
выполнены и тем самым наша теорема доказана. 

$ 6. Обобщение теоремы предыдущего параграфа на произвольные 
выпуклые тела к 

Возьмем в пространстве единичный шар с центром О. Пусть г 
обозначает точку на поверхности этого шара, с— множество на его 
поверхности, а \— полную его поверхность. Мы будем рассматривать 
выпуклые тела, содержащие точку О внутри. Между точками на поверх- 
ности такого тела Н и точками на »Х мы устанавливаем взаимно одно- 
значное соответствие путем сопоставления точек, лежащих на одном 
луче, идущем из О. Сферическое изображение множества * на поверх- 
ности Н есть множество точек на сфере, являющихся концами внеш- 
них нормалей к опорным плоскостям, проходящим через точки $. 
Каждому множеству с отвечает множество на поверхности Н, а ему 
в свою очередь —его сферическое изображение, которое мы обозначим 


* Нужно, конечно, доказать, что при любых направлениях лучей и,, ..., Ги, 
лишь бы они не шли в одно полупространство, вообще существует выпуклый 
многогранник с вершинами на этих лучах. Это, однако, очевидно: достаточно 
взять многогранник, вписанный в шар. 
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о (6). Поверхность единичного шара, на котором берутся сферические 
изображения ®, мы обозначаем 9. 

Интегральной кривизной мы называем площадь сферического изобра- 
жения. Она оказывается функцией множества с на сфере У. Эту функ- 
цию мы обозначаем К (6). 

ТЕОРЕМА. Для того чтобы функция К (5) множества на сфере Х 
была интегральной кривизной`для некоторого выпуклого тела, содержа- 
щего внутри центр О сферы У, необходимо и достаточно, чтобы 
1) она была неотрицательна и вполне аддитивна, 2) К (У) =4т, 3) для 
всякого выпуклого в 

К (&—с) > Е(%), (1) 
где Е (®) — площадь множества ®, двойственно 6, т. е. такого, которое 
образуется концами нормалей к опорным плоскостям к телесному углу 
с центром в О и вырезающему на » данное множество в. 

Необходимость второго условия очевидна. Необходимость третьего 
Условия доказывается так же, как необходимость аналогичного усло- 
вия для случая многогранников в предыдущем параграфе. Доказатель- 
ство необходимости полной аддитивности проводится довольно очевид- 
ным путем, совершенно аналогичным тому, каким доказывается полная 
аддитивность поверхностной функции выпуклого тела (°). 

Доказательство достаточности условий теоремы и есть доказатель- 
ство существования выпуклого тела с заданной интегральной кривизной. 
Оно основано прежде всего на двух леммах. 

ЛЕММА 1. Густь последовательность неотрицательных и вполне 
аддитивных функций множества К, (в), К. (с),... слабо сходится 
к Ко(с), и пусть последовательность замкнутых множеств в, в.,... 
сходится (в смысле топологического предела) к 0,. Тогда 


Ла К» (зн). = Ко (ау). (2) 


ЛЕММА ИП. Если последовательность выпуклых тел Ни, Н»,..., 
содержащих центр сферы У внутри, сходится к такому же телу Ну, 
то последовательность соответствующих интегральных кривизн К, (6), 
К» (),... слабо сходится к полной кривизне Ку (с) тела Ну. 

Доказательства обеих лемм дадим ниже, а сейчас приступим к дока- 
зательству нашей теоремы. 

Пусть К (5) — данная функция, удовлетворяющая условиям теоремы. 
Построим последовательность разбиений сферы У на множества с;; стре- 
мящихся к нулю диаметров. Здесь г—номер разбиения, ]— номер 
множества в разбиении. Берем в каждом о; по точке гу и строим 
функцию множества К; (5), равную всюду нулю кроме точек г;, где мы 
даем ей точечную нагрузку, равную К (5:;). Таким путем мы получаем 
последовательность функций К, (5), К. (5),..., слабо сходящуюся к 
функции К (5). 

Докажем, что при достаточно большом # функция К; (5) удовлетворяет 
неравенству (1), которое удобнее переписать несколько иначе, а именно: 


К; (в) Е (в) < 4. (3) 
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Допустим противное. Тогда можно взять последовательность функций 
Ка, (с), Кь, (6),... и последовательность выпуклых множеств 0;,, д,,... 
такую, что 

Ки, (04,) + Е (=) > 4т. (4) 
Так как из всякой последовательности выпуклых с можно выбрать 
сходящуюся подпоследовательность, то можно считать, что этот выбор 


уже сделан и что последовательность 0, 0;,,... сходится к некото- 
рому 0%. Тогда соответственно ®;, сходятся к ви 
Пт А (®;,) =Р (90). (5) 
оо 
Вместе с тем так как К»„(с) слабо сходятся к К (5), то по лемме 1 
Пи К», (5) = К (95). (6) 
Складывая (5) и (6), получаем 
ла {К+, (66) НР (ов)} = К (6%) ЕР (о), (7) 
а на основании неравенства (4) 
К (95) Е (во) > 4т, (8) 


что, однако, противоречит условию `(неравенству (1) в формуле (3)). 
Итак, при любом достаточно большом $ точкам гу; отнесены неотрица- 
тельные числа 
Ки= К (05), (9) 
удовлетворяющие неравенствам (3). 
Очевидно, что неравенства (3) выполняются для выпуклых оболочек 
комплексов точек ту, так как они (неравенства) выполняются для любых 


выпуклых 0. Кроме того 


У К, =4т. (10) 


Следовательно, числа К;; удовлетворяют всем условиям теоремы пре- 
дыдущего параграфа. Поэтому для каждого достаточно большого # суще- 
ствует выпуклый многогранник Н; с вершинами на лучах, идущих из О 
в точки гу, и со сферическими изображениями вершин К;. Функция 
К; (с) есть интегральная кривизна для этого многогранника. 

Так как многогранники Н; определены с точностью до подобия, то 
можно считать, что диаметры их равны единице. При этом условии ис 
них можно выбрать сходящуюся подпоследовательность Н;,. Пусть И — 
предельное тело этой последовательности. Допустим, что точка О лежит 
на границе тела Н. Построим замкнутый конус И., проектирующий Н 
из точки О. Пусть 0, — множество, вырезаемое конусом И’. на У. Тогда, 


если К, (5) — интегральная кривизна Н, то 
Ко (95) + Е (во) = 4=. (11) 
Зададим з>0. Пусть в — множество, содержащее 60 внутри себя; 
У— конус с вершиной О, вырезающей на Х множество 0; х соответ- 
ствует 0. Причем, если с больше полусферы, то ® пусто. Тогла по 
лемме | легко заключить, что при соответствующем выборе © 
ОВ) ия ы ох 
Пт Е, (6) = К (6%)-| :. (12) 


Е=со 
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Вместе с тем при достаточно больших А часть поверхности многогран- 
ника Н;, выходящая из У, будет иметь сферическое изображение не 
большее чем РЁ (®,)-+в. Иначе в пределе сферическое изображение У, 
получалось бы >> Е (®.). Сумма сферических изображений частей поверх- 
ности многогранника, выходящей из У и заключенной в Г, равна 4к, 
и поэтому при таких А 


Ка, (с) > 4" — Е (60) —з. (13) 
Отсюда 
К: (с) + Е (в) > 4®—, (14) 
12 
р ААНАЗЕ К (6%) Е (во) = 4=— 23. (15) 


В силу произвольности з это противоречит условию, наложенному на 
функцию К (с). Следовательно, точка О лежит внутри тела Н. Поэтому, 
по лемме 11, К;,() слабо сходятся к интегральной кривизне тела Н, 
а вместе с тем они слабо сходятся к данной функции К (5). Следова- 
тельно, тело Н имеет полную кривизну К (6). 

Доказательство леммы Т. Пусть функции К» (5) слабо схо- 
дятся к Ко (5). Тогда для всякого замкнутого 6, можно указать такую’ 
сходящуюся к нему последовательность множеств т„, что для всяких 
6" т, и сходящихся К 5% 


м К, (5") = К. (вь) *. (16) 
Пусть теперь с” содержат и с" и си, тогда 
К» (<") = К» (сп), (17} 
а по формуле (16) 
т К, (6) < Ко (9). (2) 


Доказательство леммы П. Пусть п—точка на сфере ©, 
или, если угодно, соответствующая нормаль к поверхности тела Н. 
Пусть г(п) — точка на У, лежащая на одном луче, идущем из О,. 
с точкой на Н, где есть нормаль п (проходит опорная плоскость 
с нормалью п). Таким образом, установлено отображение сферы © на сферу 
Х. Оно неоднозначно, если опорная плоскость с нормалью п содержит бо- 
лее одной точки поверхности г. Имеет место следующее простое соотношение: 


Пусть ] (г) — непрерывная функция на У, 
\ и) к (а) = \ у) Е (4%). (18) 
Хх Е 
Здесь слева стоит интеграл Радона. Справа функция } (г (п)) разрывна 
на множестве тех и, которым отвечает не одно г. На сфере 9, по кото- 
рой производится интегрирование, множество таких и имеет меру нуль. 
Поэтому справа имеем интеграл Римана по сфере, на которую произ- 
водится сферическое изображение **. Г (%) — площадь множеств на ©. 


* Эта теорема доказана мною в специальной работе, посвященной слабой схо- 
димости вполне аддитивных функций множества, печатоющейся в «Матем. сборн.». 
** Вообще, как ясно из доказательства, } (г) может быть любой суммируемой по 


отношению к К (5) функцией. В таком случае интегралы понимаются в смысле 
Лебега-Радона. 
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Для доказательства разобьем промежуток между тот / (г) и гпах / (г) 
на п частей 


та } (г) = и =» = шах / (г), 
причем 


р: <ь (19) 


| к (4) — Ук 


где с; — множество тех г, где } > } (г) >|_,. Таким образом сфера Я 
оказывается покрытой множествами ®; = (;). Сумма пересечений этих 
множеств имеет меру нуль, так как общие точки двух множеств о (с;} 
суть точки неоднозначности г (п). Поэтому 

У Ко) = У ВЕ (в. (21) 


А в силу неравенства (19) 
"(747 @9) в (ав) — УрЕ 


Сравнивая (20), (24), (22) и имея в виду, что з произвольно, получаем 
равенство (18). 

Докажем теперь лемму 1. Пусть } (г) — непрерывная функция на Х 
и пусть г (п) — отображение, определенное выше, взятое для т-го тела. 
Нужно показать, что 


а ( #() Ки (ав) = \ 12) Ко (3). (23) 


т=со 
х 


В силу леммы Т это равносильно тому, что 


и МС п)) Е (ав) = \бь ®)) Е (4). (24) 


тогда 
|5 


(22) 


т=со 


Достаточно, таким образом, показать, что (гп (п)) сходится к }( Го (п)} 
почти везде на ©. Но (г) _непрерывна, а потому достаточно, чтобы Тт (п) 
почти везде сходились к то (п ). А это верно, ибо, как известно, Гш (п) 
сходится К Го (п) во всех точках однозначности то (п). 

Замечу в заключение, что мне не удалось доказать того, что инте- 
гральная кривизна К (5) определяет выпуклое тело однозначно с точ- 
ностью до подобия. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 15. 1.1939. 
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А. АГЕХАМОВОУ. АМ АРРТЛСАТТОМ ОЕ ТНЕ ТНЕОВЕМ 0Х 
ТНЕ ТМУАВТАМСЕ ОЕ РОМА!\$ ТО ЕХГЗТЕМСЕ РВООЕБ 


ВЗОММАВУ 


Его Ве \Теогет оп 4Ъе 1пуаг1апсе оЁ дотализ 4Ве оПоулте рго- 
розИлоп штау фе Чефисей 1п $\уо \уогаз: 

Те А $е а тара о} @етепл$ а апа В фе а соппедей татрю@ 0} 
@ететлз 6 о} те зате аттепззюпайу аз А. [1 А фе сопитиои у апа т 
опе-10-опе таппег тарреа от а зибзеё В’ о} Фе тат] В, 50 11а 1} 6» 
ате Фе птазез о} аи ап 6» сопоетве 10 68, Фйеп аи сопоегае 10 а, 9} 
фрисй В 15 Ше птаве. Треп В’ сотез4е; тИЁ В, в. е., Аз тарреа оп В. 

ТЬ1$ рг!пс1р1е*1з аррЦей 40 ехи\епсе ргоо{з. Ког 1п5{фапсе, 4Ъе ргоо 
оЁ {Те ех1зепсе о{ гоофз о! а ро]употла! шау Бе оба1пе 1ш \е ю1По- 
уше \уау. Ге А Ъе 4Ъе шап{о]4 оЁ азстебафез а о{ п ипедиа] сошрех 
питегз (5Ве огдег о{ &Ве патшЪегз Бели 41згезаг4еЯ) ап@ В \№е штап1- 
Го14 оГ ро]упопиа]з 6 оЁ 4Ъе п-Ш Ч4еотее уро шире гоофз. ТЬ1з 
тар о14 13 соппесе4. 1% 13 еазПу зВо\п \%Ъаф \ме шау разз {тош опе 
ро]упота1 $0 апофег Вой шакше Бе гезаЦМапф оЁ %е ро!упошла] 
ап Из дегуаймуе уаплзВ. З1асе $0 еуегу п-баре о! патЪегз соггезропаз 
{Ве ро!упошаа| \Возе гоофз {1еу аге, уе Бауе ‘а шаррше оЁ А ищо В. 
1% 13 еазу 10 зпо\ Фа 13 шарр1ие зайзНПез Зе сопа10пз оЁ те 
репстре Гога] афе аЪоуе. 

ЗипПаг|у тау Ъе ргоуей &\уо \еогетз о{ Машко\узК1 оп Те ех13епсе 
оЁ{ а сопуех Боду \ИЬ а слуеп «52» ГШМпсйоп ап@ оп {Те ех1зепсе 
оГ а сопуех Боду \ИЪ а слуеп зигЁасе апойоп. Опг репелр]е 13 аррпед 
40 {Фе сазе оЁ ро1упейгопз, ош Баев, Бу а Ша!пе ргосезз, ме тау 
разз $0 агЬИтагу сопуех Ро@1ез. 

[п Ще заше \уау ме ргоуе %Ъе !оПо\лис пех Теогешт: 

Теф У фе Те загасе оЁ а ип! зрБеге \уйВ \1е сегиге О. Сопз14ег 
а сопуех роду Н, сощашле О заяае. Те К (5) Бе 4Ъе агеа о! \Ъе 
зрвег1са| 1тасе оЁР а зеф оп 4\е загЁасе оЁ Н, Вась 13 31е ргодфесмоп о 
{Ъе зе с опбо \1е затРасе У» том \\е рош О. ТЬе зеё апейоп К (о) 
хуе са] Бе 11п%есга]1 сигуафиге. 

ТНЕОВЕМ. Те 5её ипейоп К (3) 15 Фйеп ап4 оу 1еп Фе теста 
сиго@ите о} а сопоех фо4у сопаатитя О тяае, йеп ий 15 1) поп-пева- 
пое, 2) аоаПу аа@ье, 3) К (\) =4т апа 4) юг апу сопоех ву 


К (35) + РЁ (5) < 4^, 


рете Е (00) 18 1е атеа о} йе 5её у 4иа| 0 оу (+. е., Ше тазпииае о} 
пе фодЙу апйе фотте@ Фу Те погтай5 10 Те «бил» рапез 10 те Боайу 
ап е фИй 1е сеет ай О, вТией си ош оп У Ше зе с). 
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Серия математическая Зете та{Петайдие 


Л. А. ЛЮСТЕРНИК 


ОБ ОДНОМ КЛАССЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Автор распространяет на однородные операторы теорему о том, что 
линейный симметрический вполне непрерывный положительный оператор 
обладает последовательностью положительных собственных значений, 
стремящихся к нулю. 

Рассмотрим в обычном гильбертовом пространстве Н непрерывный 
оператор Г, относящий каждому элементу аС_Н элемент 6 = (ас Н; 
при этом Ё(— а) = —Га для любого положительного ^, 


Роа)-А Та 9—4. 


Такой оператор будем называть однородным порядка 4—1. Изучение 
однородного оператора, заданного на всем Н, сводится к изучению его 
для элементов единичной сферы ||а || =1. 

Рассмотрим также функционал ] (а) = (Га, а). Оператор Га, а значит 
и функционал /(4) будем считать обладающими дифференциалами 
в смысле Фреше: а] (а, №) и аГ, (а, №) (главные линейные относительно й 
части приращений } (а-- №) —} (а) и Г (а-- №) — Г. (а)). При этом 


4} (а, 1) = (Га, №) - (аГ (а, №), а). 


Оператор Га будем называть симметрическим, если (9—1) (Га, 1) = 
— (аГ, (а, 1), а), т. е. а{(а, №) = 9 (Га, #). Для линейного оператора Г, 
АГ, (а, №) =ГИ и наше определение симметричности совпадает с обычным. 

Оператор Г4 будем называть положительным, если для любого 
ас |, | (а) = (Га, а) >0, причем }(а) =0 лишь для а=дн. Оператор 
[а называется вполне непрерывным, если он переводит единичную 
сферу в компактное множество. 

Элемент единичной сферы называется собственным элементом опера- 


а Г, если 
и. Га = Аа (1) 


(). —скаляр); № называется собственным значением. Очевидно, для 
собственного элемента а, отвечающего собственному значению ^, 


(а) = (Га, а) =^ (а, а) =^. 


Известия АН, Серия математич., № 3 


г 
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Для положительного оператора все собственные значения положи- 
тельны. 

ТЕОРЕМА. Положительный однородный симметрический вполне 
непрерывный оператор обладает счетным множеством различных соб- 
ственных значений 


Е, Ре не © 
где р 
т А„ =0. 


Эта теорема обобщает аналогичную теорему для линейных вполне 
непрерывных симметрических положительных операторов. 

Введем понятие допустимой деформации множества К единичной 
сферы: каждому элементу ас К и значению параметра 1, О={=<1 
отвечает элемент а: той же сферы, причем а, сильно непрерывно 
относительно а и $ а=а. При этом (—а), = —а: (диаметрально про- 
тивоположные элементы а и —а остаются таковыми же). Допустимая 
деформация $ заключается в переходе от элементов а= а, С. К к соответ- 
ственным элементам 9а=а, (1=1). Совокупность К, элементов а, есть 
результат допустимой деформации 3 к К: К, =ЭК. 

Деформация $ называется возрастающей, если ]} ($а) > | (а). 

ЛЕММА. Для любой константы с> 0 множество (| с) элемен- 
тов а единичной сферы |а||=1, для которых | (а) =с, может быть 
посредством возрастающей допустимой деформации 3 преобразовано 
в компактное множество № =3 (= 6). 

Каждый элемент аС._ Н с компонентами (а, 45,..., ап, ата, ат, ...) 
можно представить в виде 


а= А» (а) | В» (а), 


Яо а м. инь а 
п (@) = (0, 0, ее 0, Чт 1, по, -- :) 
Очевидно (а, 65) =(А»а, А,б) + (Ва, В»б). Оператор ГР, превращает мно- 


жество (}> с) в компактное множество; поэтому существует последова- 
тельность положительных чисел с, з„ ——> 0, такая, что для всех 
И—со 


ас (}> ‹) 


где 


| В» (Га) || < э». (2) 


Во всем дальнейшем будем предполагать и выбранным настолько 
большим, что 


[0] 
з 
А 

52 с 


(3) 


Так как для аС (|-> с) 
< (а) = (Га, а) = (А» (Га), Ана) + (В» (Га), Ва), 
причем, по лемме Шварца и неравенствам (2) и (3), 
(В» (Га), Вна) < || 
< | В» (Га) |= В» (а) || = 


И 


<> 7 
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то 


(А» (Га), Ава) >. (4) 

Отсюда Ана = 6. 

Если |а||=1, А,а=0 и Ва -60, то можно провести плоскость 
через 9, Ага и Виа и в ней окружности радиуса 1; элемент а — Аа - 
-- В»а лежит на этой окружности. Есяи а от а к бесконечно 
близкому элементу той же окружности а-- 4а, описав дугу ав напра- 
влении уменьшения || В„а ||, то (см. чертеж) 


и | Выа || 21 
Ча— (Ана Та" а] и) 98 


При этом 
а} (а, аа) = 9 (Га, аа) = 


ИА, ( 


— аа [(4- (Га), Ана) ее 


А, (а 
— (В, (4), Вна) ЕЛ ]. 
Далее, по (4), лемме Шварца и (2) 
ар (а, да) > 94 ($ ат И Вы (ра) | | Аа) > 


= 941 (318, @)|- в). 


Поэтому, если | В, (а) || > ®", то 47 (а, 4а) > 0. 
9 < 
Положим || В„а|| > а Обозначим через а элемент нашей четверти 
т 25 
окружности, для которого || Ва ||=—”. При движении по окружности 


от ака Ка) будет возрастать. 
Определим допустимую деформацию %„ множества (> с) следующим 
образом: 


1) если || В, (а) |< ^* 


т то элемент а остается неподвижным; 


2) если || В» (а) || > —^ — ‚ то элемент а движется по четверти окруж- 


2= 
ности чертежа (см. ет до элемента а, для которого || Виа || = ВР - 


Операция 9„ есть операция возрастающая. 
Каждый элемент а или неподвижен или описы- 


вает при этом дугу аа единичной окружности 
(см. чертеж), длина которой не превосходит 
2 || В„а||. В результате деформации всякий эле- 
мент аС (|= с) переходит в элемент 3„а, тоже 
== 


принадлежащий (} > с), причем В» || дна || < 


1 
Выберем подпоследовательность целых чисел п» таких, что зи, = 5к* 


Обозначим через 2, (а) =а и далее через ЛР, (®=1, 2,3,...) произведе- 
ние деформаций 99, ,... 9,9, Имеем: Рь=8„,Оь-1(а); Рь (а) есть 
Е 
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допустимая возрастающая деформация. После деформации ДР, = 9„„ДРь_1 
каждый элемент аС. ({> с) перейдет в Рьа =%„,(Рь-1а), у которого 


Й 
18, (Она) | = в, =; тем более || Ви, (Рьа) | = 5. При деформации 
| Вик ( в = 5 


1 ы 
4) каждый элемент Д»а, описав путь длины не более чем —, перей- 


Туча 98—12 
дет в элемент %„„., (Рьа) = Бь+:а. Отсюда мы видим, что для всех 
ас ({> с) последовательность Дьа (Е =1,2,...) сходится сильно и 


равномерно (относительно (}>с)) к некоторому элементу Ра. Переход 
отак Да=Пт)ьа есть также допустимая и возрассающая деформа- 


ция (при этом каждый элемент а описывает путь по длине, не превос- 


со 
ходящий > = 2). В результате деформации Р каждый элемент 
1 


1 
ас (=> с) переходит в элемент Да, для которого ||В„ (Ра) || = д’ 


если п > п». Поэтому множество № элементов Да (ас ({ > с)), в кото- 
рое перешло ({ > с), компактно. Лемма доказана. 

Переходим к доказательству теоремы. 

Первое собственное значение. Обозначим через }., макси- 
мум /(а) на единичной сфере (а, а) =1. Очевидно, ^, >0. Образуем 
«максимизирующую» последовательность элементов а, а.,...,а»,..., 
для которых Пш}(а») =^,. Можно считать, что все эти элементы лежат 


. ь . 1 
р: (+= 5). Путем допустимой возрастающей деформации Д, (1> =) 


перейдет в компактное множество №, при этом последовательность а» 
перейдет в компактную последовательность Ра» такую, что }(ДРа„) = 
> /(а,). Очевидно, Да» есть также максимизирующая последова- 
тельность: Пт/(Ра») =”. Из этой последовательности можно вы- 
брать сходящуюся подпоследоватедьность Ра„,; пусть а'= м Да, . 


$—со 
Имеем ] (а!) = Хи, элемент а* реализует максимум } при условии (а, а) =1. 
Существует константа у такая, что дифференциал от Е=]{— у (а, а), 
равный ЧР (а\, №) = 4 (Га\, №) — 2% (ат, 1), обращается в нуль при 
любом й, 
(Гай — зал, й) ==0. 


0 к И 6 в 
тоюда Га’ = „уаз а” есть собственный элемент, а соответственное 


2 
собственное значение <’ совпадает с №. 


Другие собственные значения. Обозначим через 5” п-мер- 
ную сферу, определяемую равенствами: || Ава | =1, || Ва ||=0; далее 
обозначим через (5”) совокупность всех компактных множеств 5". полу- 
чаемых из 5” путем допустимых деформаций, и через ^„ — верхнюю 
границу минимумов }(4) на множествах 5” класса (5"). Минимум / (а) 
на множестве 5", равный 4, достигается; следовательно 4 положительно, 
а по определению )„, „ =а> 0. 
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т т, ть 
Пусть 51, 92,.... 9и,... — последовательность множеств из (5") 
таких, что минимум /(а) на 5% при &—> <> стремится к )\„. Можно 
Яя 


считать, ` что минимум } на всех 5» больше т. е. что все 5» распо- 


5 2 
й 
ложены в (= —). Путем допустимой возрастающей деформации 


А 
= =) преобразуется в компактное множество Л, при этом множе- 


ства 5% перейдут в множества 5% (А =1,2,3,...), принадлежащие тому 
же классу (5»). Минимум } (а) на каждом 5 не меньше минимума } на 
соответственном $5», поэтому минимумы ] на $, стремятся при А-> оо 
к тому же пределу ^„ (ибо превзойти ^„ эти минимумы не могут). 
Будем обозначать через Т, пересечение М с множеством }=^. 
Докажем, что Т›„ содержит собственный элемент (отвечающий собствен- 
ному значению ^„). Допустим противное. Тогда для любого ас. Т», 


12а — №на | = | Га — 1 (а) - а] > 9. 


Вследствие компактности Т,, существует положительная константа с 
такая, что на ТГ)», 


О. 


Можно далее указать на такое число з>0, что, в сфере 5(Т»,„, з), 
| Та— (а) -а|| = =. При достаточно малом 1 > Ои |^— |< т, все Т, 
попадут внутрь 5 (Т»,, $). 

Определим, аналогично тому, как это делает Морз для конечно-мер- 


ного случая, «ортогональные траектории» к Т); это суть лежащие в № 
кривые, элементы которых а: зависят от параметра {; если для а, 


| Гои —/ (а), а || — 0, 


то 
аа. — @ = аа: = @1 Г — (аа. (5) 


Из дифференциального уравнения (5) определяются элементы а, орто- 
гональной траектории, как функции #; при этом 


а (аи, а) =2 (ав, аа!) = 241 (в, Га — (а) : а) =0, 
т. е. аа, лежит вместе с а, на единичной сфере. Далее, 
а} (а,, аа) = 9 (Гаь, аа) = 4 (Га, Га, — (ав) а1) 4=. 
=а [(Гаи, Га.) — (в? ] 41 = 4 [(Гаь Гал) (ав, а,) — (Гаь а,)*] 41. 


Выражение в квадратных скобках, в силу неравенства Шварца, поло- 

жительно, если а: не есть собственный элемент, т. е. если Га = ^а:. 
Тем самым определяется направление (а, ортогональной траектории 

для всех точек р, не являющихся собственными элементами, и в част- 


ности на 5 (Ту. г). 
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Рассмотрим теперь пересечение сферы 5(Т»„, /2) с ({=»№) (оно 
заключает Т,,). Из всех точек этого пересечения можно провести орто- 
гональные траектории. При достаточно малом 9 совокупность дуг этих 
траекторий, заключенных в области \„— 1 < ](а) = ^» 7, попадает 
в 5 (Т,., ®). Обозначим через Х теоретико-множественную сумму этих 
дуг; Х заключает некоторую сферу © (Т»„ 1); Т» при |\— | < при- 
надлежит Х. 


Так как минимум }(4) на 5% стремится, не убывая, к *„, то при 
достаточно болыпом А этот минимум заключен между \и—1 и №. 
Следовательно, к имеют общие точки с Т),, где и—пт—<^=<)^,. Мно- 
жества 5% при достаточно большом Ё заключены в (} > с 9) Х. 

Определим теперь следующую допустимую деформацию множества 
(> ^„- 1) -+Х. Именно: элементы из (} > ^„- 1) остаются неизменными, 
каждая же дуга ортогональной траектории из Х переходит в часть 


той же дуги, заключенную в области 2-5 </(а) <^„- 1. В резуль- 


< > Ш 
тате такой деформации (> )„-1)-Х перейдет в часть (1> +1). 
—т > 2, 
Множества 5», начиная с некоторого А, перейдут в множества о 
т я 
заключенные в (1> №+3 Эти множества, с одной стороны, входят 


—. } 
в (5), с другой стороны, минимум | на них больше )„. Получаем 


противоречие с определением )„. Тем самым доказано, что /„ есть 
собственное значение. 


Доказательство стремления >», к 0. Последовательность в, 
очевидно, невозрастающая. Пусть Пшм ^Х„=с> 0. Путем допустимой 


п—со 
= с - 
возрастающей деформации 9 множество (1> >) перейдет в компакт- 


ное множество №. В силу компактности № мы имеем, при п-—> <, 
Виа || >0, || А,а|| >1 равномерно на №. Поэтому, при достаточно 


большом п, || Ана || = для всех ас. М. 


Определим теперь деформацию 8, множества М следующим образом: 
если || Ва ||=0, то а остается неизменным; если же ||В„а|| > 0, то, 
строя четверть окружности (см. черт.), двигаем а по этой четверти окруж- 


ности до элемента ата (т. е. до элемента а, у которого || В»а || =0). 
В результате деформации $, М перейдет в часть (п — 1)-мерной сферы 5" ". 
Произведение 3,5 есть допустимая деформация, преобразующая (1= =) 
в часть 5". 


Для любого р \„=с> <; пусть рп. В классе (5?) найдется мно- 


вые т 

жество 5”, заключенное в (1> =). Оно получилось в результате 

допустимой деформации 9, из сферы 5?. В свою очередь 5? вместе со 
А 

всем (1> о) при деформации $3,3 перейдет в часть 5"-1. Итак, допу- 


стимая деформация 9,99, преобразует 57 в часть 5? сферы 5”-". 
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Пусть { — параметр деформации 9* (0<={=—<1), 5? — множество, в ко- 
торое переходит 5? в момент { деформации 9*; 5? —52, 5Р — 5Р С 5"-1 

Теоретико-множественная сумма Т всех 5? компактна. Ее (так же, 
как мы это сделали с М) можно деформировать в часть некоторого 5", 
причем [= р>п—1. При этом 5% = аа остаются неизмен- 
ными; каждое же 5? переходит при этом в некоторое 5?’, заключенное 
в 5'. Можно теперь А новую допустимую деформацию $** 
сферы 5? в часть 5: сферы 5”`" так, что в момент деформации # 5? 
переходит в 5?. 

Деформация 9** переводит, внутри 1-мерной сферы 5', р-мерную 
сферу 5? в часть (п —1)-мерной сферы 5”-', где п—1 < р. 

Если идентифицировать пары «противоположных» точек аи —а 
и, переходит в [-мерное проективное пространство, а 5? 


и 5" '—в заключенные в нем р- и (п—1)-мерные проективные про- 
странства. Деформацию 9** можно рассматривать, как деформацию, 
внутри [-мерного проективного пространства, р-мерного проективного 
пространства в часть (п — 1)-мерного. 

Но если такая деформация существует, то р-мерное проективное 
пространство было бы гомологично нулю (по модулю 2) в [-мерном. 
Приходим к противоречию, доказывающему сходимость \„ к 0. Тем 
‘самым теорема полностью доказана. 

Замечание. Пусть 41, а.,...,а»,... — последовательность соб- 
ственных элементов, отвечающих собственным значениям ^1, №5,...,№,... 

Последовательность а» слабо сходится к нулевому элементу 0. 

В самом деле, если бы слабый предел этой последовательности был 
отличен от 0, то из нее можно было бы выбрать подпоследовательность а, 
слабо сходящуюся к некоторому элементу ау, отличному от 0. Но тогда, 
вследствие полной непрерывности оператора /[,, последовательность Ги; 
сильно сходилась бы к [Г.4,, где Га тоже отличен от 0. Но так как 
ло —0, Га», = Аа» то Га»; сходится сильно к 0. 

Из доказанного предложения следует, что среди собственных элемен- 
тов а„ есть бесконечное множество линейно независимых. 


Матем атический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 20.11.1939. 


Т,. ГОЗТЕВ МТК. $ОВ ОМЕ СТАЗЗЕ О’ОРЁВАТЕОВ$ МОХ 1ХЕАТВЕ$ РАМ 
Г?’ЕЗРАСЕ ОЕ НПВЕВТ 


ВЕЗОМЕ 


Оп за! ие 1ез бдиайопз 1п66ога]ез 4е Егедво\т & поуаи зутё гие 
роз! (её, еп рёпбга!, 1ез орбгабеигв Ппбашез розИМз сотр] етеп 
соппиз дапз |’езрасе де НИБегё) роззё4епь ипе шЙпи6 Ч6потЪга]е 
4е уа]еигз сагасёёг1зМаиез розИлуез Чопф 1е зе] рошё ИшИе езф 26го. 
Сейме ргорг1646 а епсоге Пеи ропг ипе с1аззе раз з6п6га]е 4’орёгафеигз 
поп Нибайтез. Моиз Атопз да’ап орёгафеиг [ дапз езрасе де НИЪег Н 
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езё Вотозёпе `4’ог4ге р(р> 0), ви 1(^а) = яви | |Р1(а) але! дае зо ^ 
ге] ее ас Н. Розопз } (а) = (1(а), а) её зоц а{(а, №) 1а а1И6гепяе Пе 4е 
Егбевеь 4ае ](а), с’ез-А-@те 1е шешфте Ппбаше 4е Г’ассголззетете 
1(а-- #)--1 (а). Г’орбгайеиг [(а) зега пошшё зутбичаче, з1 а{(а, №) = 
= (р- 1) (1 (а), №); епзаце [(а) зега поштб орбгацеаг зутбилаие роз, 
я }(а) =0 её {(а) =0 зеештепь роиг а=0. 1№е пошьЬге гбе] Х зега пошта 
`уа|епг сагасфёгзиаие 4е Горёгацеиг [, 3’ ех!зе пп 616тепь ас Н 4е 
погше 1 её ропг 1едие] 1 (а) =*а. 

Оп 46топге 1е Ш6огёше зпуаш: 

5: (а) езф ип орегйеит рояй]} зутётдие её сотр @етептй сопипти 
4апз Гезрасе ае НИфегЕ, И роззвае ипе апйпиев 4епотфта Ме ае ощеит$ 
сагадетенаие: роз Мо мм. >00 м а Це 
Пт Л» =0. 


Ис 
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Серия математическая Зеге та етайаие 


‚М. А. НАЙМАРК 


ДЕФЕКТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА ПРЯМОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
СИММЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ. Т. 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе даны формулы для нахождения дефектных подпространств 
прямого произведения симметрических операторов в случае, если один из 
этих операторов самосопряженный. Знание этих подпространств дает воз- 
можность найти все симметрические расширения прямого произведения. 

Настоящая работа посвящена решению вопроса, поставленного в конце 
моей статьи «О прямом произведении замкнутых операторов» (1). Именно, 
здесь дано явное выражение для дефектных подпространств * прямого 
произведения НЯ, Х ВН. в случае, если Н, — произвольный симметрический, 
а Н, — самосопряженный оператор; тем самым в этом случае оказы- 
вается возможным обозреть все симметрические расширения Н, Хх Н.. 
Попутно установлен ряд лемм, имеющих самостоятельный интерес. 
Случай произвольных симметрических Н,,Н. я имею в виду рассмот- 
реть во второй части этой работы. 

Отмечу еще, что в настоящей статье сепарабельность не предпола- 
гается. 

ЛЕММА 1. Пусть М —открытое множество комплексной \-плоско- 
сти, а Н‚ — ограниченный самосопряженный оператор в 9, непрерывно 
зависящий ** от \ для всех \Е М. Тогда для всякой действительной 
непрерывной функции }(т) оператор |(Н›) также непрерывно зависит 
от Х для всех ^ЕМ. 

Доказательство. Пусть [&,В] — область изменения (Н..},/) на 
единичной сфере |} |=1 (%юЕМ), и пусть 9 «а, 8 >8. Тогда суще- 
ствует такая окрестность |^ — № | <, что для всех \-значений из этой 
окрестности область изменения (Н»},]) на сфере |]|=1 находится 


в [а,,В.]. Пусть р(1) — полином такой, что |1 (2) —Р(2)| <= (=> 0), 


* Дефектными подпространствами 5%,, _; симметрического оператора Н назы- 
ваются подпространства векторов }, удовлетворяющих, соответственно, соотноше- 
ниям Н*] = 1], Н*} = —\]. | 

** Здесь и всюду в дальнейшем речь идет о непрерывной зависимости оператора 
в смысле нормы оператора, т. е. должно быть 

бт |Н,—Н,|=0, №ЕМ. 


^->)а 
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когда 9, << В; тогда, по известной теореме Ф. Риса (*), 


[1 (4) —Р(45)| < -+ при |^—№| <8 


С другой стороны, р(А›) является, очевидно, непрерывной функцией Х 


одновременно с А»; поэтому можно ры: окрестность | Х — № |< 5, < 6 


так, что в ней |р(4))—р(А».) | < =. Тогда, при 


Х — №| < в имеем 


114») — 1 (Азь) |= 1 (4) — р (Ал) |-Н[Р (4+) — Р(А»ь) || Р (Азь) — 1 (Аль) | < з. 

ЛЕММА 2. Пусть М — открытое множество комплексной \-плоско- 
сти, а Т, —ограниченный оператор в %, имеющий ограниченную об рат- 
ную и непрерывно зависящий от \ для всех значений ХЕ М. Пусть далее 
$] — подп ространство %, а $ — его Т»-об раз. Тогда существует частично 
изометричный оператор И, с начальным и конечным подп рост ранствами * 
УЗД и 6, также непрерывно зависящий от \ для всех ХЕМ. 

Доказательство. Пусть Е — оператор проектирования на $; 
положим 


А ТТ В 


А’ — положительно определенный эрмитов оператор, также непре- 
рывно зависящий от ), и, кроме того, $} приводит А,. Чоложим далее 


по лемме 1, Н‚,— также непрерывная функция ^ и $} приводит Н)». 
Кроме того, для всех {3} имеем. 
Но =(Нь Нор == =Е ТУТ ЕЬ = ТЕ = | То, (4) 


поэтому, если С, С, — положительные постоянные (зависящие от *^) 
такие, что 


сЯ=| ТЯ = С. |, 
то для всех [Е будет также 
СИИ = НЙ = С. |]. 


Таким образом Н›, рассматриваемый как оператор в 9, имеет там 


—1 
ограниченную обратную Н, ‚ которая, конечно, тоже непрерывно за- 
висит от ^. Поэтому, если положим теперь 


0:1=тТ, НУ, когда ГЕ), 
Л] =0 » ] ОЖ, 
то И, также будет непрерывной функцией ^. Кроме того, из (1) сле- 
дует, что для всякого {6} 
Г =ИТь Нк ПЕНН = 


так что 0) изометрично отображает 3} на $; следовательно, (/) — ча- 
стично изометричный оператор с начальным и конечным подпростран- 


ствами 3} и 9%.. 


* По поводу терминологии см. (3), стр. 141. 
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Следствие. Пусть Т,, 3%, 9%, — те же, что и в лемме 2. Тогда 
оператор проектирования ЕЁ’, на подпространство 3, также является 
непрерывной функцией ).. 

В самом деле, пусть (/,, — оператор, определенный условиями леммы 2. 
Тогда В =0) (1; — оператор проектирования на 3$; отсюда непосред- 
ственно видно, что №, — непрерывная функция *.. 

ЛЕММА 3. Если Н — замкнутый симметрический оператор в $, %, 
и У, — подпространства векторов, удовлетворяющих, соответственно, 
соотношениям 

И 
ПА ТО, 


а Е(%), ЕЁ (%.) — операторы проектирования на эти подпространства, 
то Е (%.), Е (}.) — непрерывные функции }. в верхней и нижней полупло- 
скостях соответственно. 

Доказательство. Пусть (1, и) — индекс дефекта И; не нарушая 
общности, можно считать, что Ш и, так что для максимального 
расширения М, оператора Н дефектной является верхняя полупло- 
скость. Введем обозначение 


В —4 ++ (\,—^,) Ву,, где В,, =(Н,—^./)*, 10.) >0, 10.) > 0; 


в силу максимальности Н, и в силу сказанного выше о его дефектной 


й ‚ сущес 1.) >0 
полуплоскости, П),,, а следовательно и В’, существуют при / (1.5) > 
и являются ограниченными операторами. Кроме того, из соотношения 


бт -— В). = (^. — №1) В», т == (7-5 — №1) В», ба» И (7.,) 2 0, 1 (7.>) > 0, 


непосредственно следует, что при / (1), 1 (3.5), 1 (1.3) > 0 


Ва ивы В (2) 
В частности, при ^. =), получаем 
В. Ва ВН, (2з) 


‘ 
так что оператор В}, имеет ограниченную обратную при /(%) > 0, 
Г(^,) > 0. Кроме того, 
2. . . 
В; =1-+(\—^,) В, 
(так же, как и П[),) является непрерывной (даже аналитической) функ- 


цией ^. 
Пусть теперь }Е)..,; положим 


*. к я 
в = Вы |= [+ (9 — 4) В», [. 
Так как В,,| принадлежит области определения Н, —*,1, а значит 
и Н,, то, в силу 
НН ЭНН) 
В,,| принадлежит также области определения Н* и 


Н*В», | = ИН: Вы — (ИН, —^.1) 1 -- 2 м ] =/- 5 "Чл 
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Поэтому # также принадлежит области определения Н* и 
Н* = ^а | -| (%5 — №1) АА» В», р = [1 (№ — №) В», = №5, 
т.е. #Е3)6.. Итак * 


В у, С Ж,; (3) 
аналогично 
Вы 6. С З,, 
следовательно 
е Вх ЗЫ. Е? В 6,, 
откуда в силу (2а) получаем 
ое В Зе.. (4} 


Сравнение (3) и (4) дает 


* 
В, = а. 


или, если написать \ вместо \», 


В», У, = №; у (^1), Г(^) > 0. (5} 


Аналогично, если [Е )6»,, то полагаем 
= (ВЕ) ВЕ], 10.) < 0, 104) < 0. 


* * 2 * 
Так как В; |= (Н1—^.1) *} принадлежит области определения Н!, то 
он принадлежит также области определения Н" и 


НВ = НВ ЕГНАВ |. 


Отсюда, как и раньше, заключаем, что 


(ВУЗ, =9, 10), 1) <0. (6) 


Из (5) и (6) получаем, если воспользуемся следствием из леммы 2, 
что Е (^), Ё (^) — непрерывные функции »Х. 

Замечание. Из приведенного доказательства следует также 
(см. лемму 2) хорошо известный факт, что 5) и $, имеют постоянные 
числа измерений для всех ^ в верхней и нижней полуплоскостях 
соответственно. 

ТЕОРЕМА. Пусть Н, — замкнутый симметрический оператор в 9., 
а Н, — самосопряженный оператор в $». Пусть далее Е, (\), Е, (^)— 
операторы проектирования на подпространства 3}; (^), 36, (^) векторов, 
удовлетворяющих, соответственно, соотношениям 


НА, 40) 0 
Н]=оЬ 10)<0, 


^ 
* Через В): 3}, мы обозначаем образ 3%\,, при отображении в. 
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а Е, (^) — спектральное разложение Н». Тогда операторы проектирова- 
ния Е, Е_; на дефектные подпространства 9}, $: оператора Н. Хх Н. 
вычисляются по формулам: 


где сходимость интегралов нужно понимать в смысле сильной топо- 
логии для операторов *. 

Доказательство. Докажем сперва нашу теорему для случая, 
когда Н, — положительный оператор, не имеющий ) =0 своим собствен- 
ным значением. В этом случае нужно будет доказать, что 


+ со 


те й Е (т) хаЕ, (.), о) ХаЕ, (^). (9) 
о 


Прежде всего, докажем существование этих интегралов. Пусть 0 < я < 3; 


так как Ё, (+) — непрерывная функция ) в интервале [%, 8] (см. след- 


ствие из леммы 2), то существует такое 8 > 0, что из |\№'--^"| <, 


^’, № Е[х, В] следует 
[в (3) (=) |< 5 
Пусть далее 


= № ал = Ак—1 = ик = Лк; 


> 


положим 


-=У Е, (=) И 


Мы докажем, что для двух таких сумм 5,5’ выполняется неравенство 
[9—59' | в, (10) 


если обе они удовлетворяют условию }„—^„-,<0; тем самым будет 


доказано существование (+) х АЕ. (*) и при том в равномерной 
[2 

топологии для операторов. Очевидно, достаточно это доказать для слу- 

чая, когда вторая сумма получается из первой присоединением новых 


точек деления. Итак, пусть 


‚— У Ув. (2 т. _)х Е, (4 № 


И! 
ГДе Ан-1 — А ю < Аш < ... < №рь= Ав, Ан, 1-1 = у <= №, В. (Аы) = 
=» (1) — Е (№, 1-1). 


* См. статью Ф. у. Меатапт?а (*). 
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Тогда для произвольного элемента ФЕ, Х %, имеем * 


(5—5) "-[; (2 — в.(—.) | Евы $] = 


п РЕ 


5 [#°(2)-= (+) ]- ЕР аи! = 
=>. - [22-2] - уе 


< Е» УЕ (ФР = (5) а, 


В=1=1 
следовательно, 


, |5 
14-51%. 


в 
Итак, существование (т) х аЕ, (\)= Пш 5 доказано. Далее, 
> Ав— Л—1->0 


из неравенства 


|5ФР=У |8( =.) ЕР (А) ФРУ Е) ФР = | ЕФ(А) ФР 
ЕЕ В=1 


(Е (А) = Е? (8) —Е\(@а)) 
выводим 


(в) х 4Е, (0) $] < | Е® (4) ®], 


[2 


а отсюда, пользуясь свойствами спектрального разложения Е® (^), легко 


а в 
заключить о существовании | Е, (т) хаЕ, (\)Ф= Пт \=(т) хаЕ. (\.) 
фо Ра. 
в сильной топологии для операторов. Так как 5 — проекционный опе- 


+ оо 


ратор, то и /[-. = \в.( т) х аЕ. (\) получаемый из 5 предельным 


фо 
переходом, —проекционный оператор. Аналогично доказываем, что 
1 = \ Е (-х Х Е, (^) существует и является проекционным опе- 
Чо 
ратором. 
Докажем теперь, что для всякого ФЕ$, х $, 
1-Е, (14) 
т. е. что 
(НН хХН,*1ФЫаФ. (12) 


* По поводу обозначений см. (1). 
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Так как замкнутая линейная оболочка элементов /хЕ(Е $, 2Е5.). 
совпадает с $, Х $, а [. — ограниченный оператор, то достаточно до- 
казать это утверждение для элементов Ф=] Хе. Из равенств 


НЗЕ, (= В, (2) НУВ, (Ан) в= Н,В, (А) в = АЕ, (8 


А); 


заключаем, что имеет смысл 


(н,хн,)*5 1х = УВ, 01 х (аЕ, 0) 8. 
К=1 4}; 


Последнее выражение при )» —^и_1—>0, я—>- 0, 8—>- со стремится к 


Е в.(1) ха А4Е» (№) е= (в) ха, (^) ) их=И+(хв; 
+0 —© о 


кроме того, 
9 (1Х 5) —> 1+ ([х8), к — 1-0, х—-0, В+ о. 


Следовательно, в силу замкнутости (Н, х Нь)*, имеет смысл 
(НХ Н.)*1+ ({Х 8) 
и 
(Н,х Н»)* 1+ (1х 8) =И+ ({Х 8). 


Таким образом, равенство (12) доказано, т. е. если обозначить область 
изменения /+, через }., доказано, что 


Е: С Э.. 


Положим теперь, что 9), не исчерпывает 9}; тогда в ))}; суще- 
ствует элемент Фу | %.. Кроме того, Ф, | к подпространству 
$5, х 9. ОЗ, которое, как известно, совпадает с областью изменения 
оператора (Н, х Н,)-{ И; в частности Фу ортогонален ко всем векторам 
вида 


- со + < 
Н.|хНЕ+Ихв=Нух \ заЕ, )е+Их \ аЕ, ^) = 
в +0 то 
= он, ии) х4Е, 0) 5, (13) 
0 


где | и <— произвольные векторы из областей определения Н, и Н, 
соответственно. 
Пусть теперь ® и ® — произвольные элементы %; и %» соответственно: 


так как 9, 03) (+) совпадает с совокупностью всех векторов вида 


Ной (. > 0), то для всякого ). > 0 существует вектор й (7.) такой, 


что 


[1 Е, (т) е= Ни ++ #0.), 
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й (1 
или, если ввести обозначение РИ, (^), 


ы 352 (1 г) | АН В, МИ.) (14) 


При этом, как легко видеть, 


жа Нл, Вы 9 =|[1—Е, (х) 3 | = 191; 


следовательно, 


>| НЙ (91 < [91 | (15) 
Положим в (13) #=Е, (А,)%, {=Й. (№) (см. стр. 270), в силу предыду- 
щего получим, что Фу ортогонален к : 

+ со 
| рыл (еж) -- 20, (к) Х Е, (.) Е, (вв) = 
о 


= Ноль (вв) (вх ©, 0). 


Ак 


© другой стороны, при }к — №1 <0 имеем (см. (14) и (15)) 


|У[-в.(5 2х Ел) з— У Г-Н (нд (ых Е, 0) "= 
Е=1 4); 
= ] (вк) Н № (к) ЖЕ, (0) 9 "= УХ вл НИ, (к) Е. < 
®=1 #=1 4% 
< У М (а Е, дор= вер. [51 
ый а 
#=1 А) 
следовательно 
В ‘ т 
р 
[1—2 +) эха, 0)%= т 1-2 (-- -) [ехЕ, (Ао 
т К Ма р 
= № У, | Н.Л, (вн) НЙ, (в) Х ЦЕ, 0) 
—А—1- 


В=1 4) 


Так как Фу ры к последней сумме, то он ортогонален также 


и к ее пределу [1—8, ( ) Х 4Е, (\) ®; отсюда, заставляя х —> 20, 


В—> <=, получаем, что Фу ортогонален и к 


т т 
) [1—2,( +) ]ехаЕ, 09%. (16) 


С другой стороны, в силу 


+ о 


}Е,(х)ежаЕ, 4) о = 1. (вх) 69%, 


+0 
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о 
Ф, ортогонален также и к \Е,( 1) хаЕ, (2); следовательно, Ф, 
+0 


ортогонален и к сумме 


Е. ]е х ав, в фх Е, (%)Ф = 
о ый 
о 


Так как ф и ф— произвольные элементы %, и %,, то Ф, | &,х%,, 
следовательно, Ф, = 0. 

Таким образом, доказано, что 3}, =), следовательно, /, =Е; 
аналогично доказываем, что [- =Е_:, так что для случая, когда Н. — 
положительный оператор, не имеющий )Х =0 своим собственным значе- 
нием, наша теорема доказана. 

Пусть теперь Н, — произвольный самосопряженный оператор. Обо- 
значим через 9+,, 9_, ФЗ, области изменения проекционных операторов 
1—Е.(--0), Е. (—0) и Е, (+0) —Е, (—0) соответственно. Подпростран- 
ства 9+, 9_, ® приводят Н,, взаимно ортогональны и их прямая 
сумма совпадает с ®.: 


5. =. ФУ-Ф%о. 
5, Хх 5. =5,х9. Ф&,х9-Ф9,х 8», 


причем подпространства в правой части взаимно ортогональны и при- 
водят Н, ХН.. Обозначим через Н,,—Н_ и Ну части Н, в ®+, 9 и &, 
соответственно; тогда легко видеть, что частями Н\ХН. в 9+ %,., 
$5: х$-, $, Х 9» будут 

ОН НХ Но (17) 
следовательно, Е; и Е_; будут совпадать с суммой соответствующих 
проекционных операторов Е#, Е+; Е;, Е-; Ез, Е*; для прямых про- 
изведений (17). Но Н., `Н-— положительные операторы, не имеющие 
Х =0 своим собственным значением, причем их спектральными разложе- 
ниями являются Е, (^) и 1-Е, (—^) (О<Х<- <) соответственно, 
а Н,=0; поэтому, обозначая соответствующие проекционные операторы 
для Н, Хх Н_- через Р;, Р_‹, в силу предыдущего имеем 


Отсюда 


Е} = (т) хаЕ, (0), Ез,= Ре — ) хаЕ, 0), 
0 о 
_0 


Е =Ра= и -+) ха, (—^)= | в(+ ) хаЕ, 0), 
0 


—© 
—0 


Веры рр = ув) НЕЮ \ Е1( -х) х аЕ, (1), 
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следовательно, 


со к —© Л 
в,-веьвЕ+Н- в(1) хав, 9+ ( Е. (х ) хаЕ 0), 
+0 —со 


ЕЕ я ве_ хае, (+ п хаЕ, (0) 
фо со 


и теорема полностью доказана. 
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М. МЕОМАВК. ТНЕ ОЕЕТСТЕМСУ-ЗРАСЕ$ ОЕ ТНЕ П1ВЕСТ РВОРОСТ 
ОЕ ЗУММЕТВТС ОРЕБКАТОВВ. Т 


ЗОММАВУ 


[т 113 рарег \уе слуе ап ехрИс\ ехргезз1оп {ог {Ве дейслепсу-зрасез * 
оЁ 4Ъе 41гес% ргодас+** Н, х Н, жВеп Н, 1$ ап агЬИгагу с1озеё зуттегс 
ап4 Н, а зе|{-а4 } 011% орегафог; {Ве сазе, \уБеп Н, ап4 Н. аге Ъо*® агЬигагу, 
У\Ш Бе сопз4еге4 1п рагё П. У’е пофе а1з0, 4Ъаф зерагаб у 13 по% 
аззите Веге. 

ГЕММА 1. 16 М Фе ап ореп зеё т \1е сотшех \-Мапе апа Ну — 
а фоип4е4 зе ]-а4]отл орегалот т $ сопитиоин51у*** 4ерепёта оп »Х юг аП 
ЛЕМ. Тлеп, ]юг ефегу теа| сопйтиоиз тейоп }(х), те орегалог |(Н)) 
15 а[50 а сопитиои$ штепоп о} Х рог аП ХЕМ. 

Ргоо[. Гей [в, В] Ъе \№е гапсе оЁ (Н›.}, #) оп |1|=1 (№%ЕМ) апа 1е 
а, За, В <В. ТЬеп 4Веге ех13{4з засВ а 8>0, %Ъаё |^— № | 5, |{|=14 
и. а < т | <В. М№\ своозе а ро]упошиа1 р(2) залзуте 


| (2) —р(2)| < (> 0, а <<); Веп (зее (?)) 
|4 -- РИА, УВеп |Х— № |< 8. 


* Уе саП Ве шапо1аз 9%;, _; о{ аП свагасфег1з41с уесфогз оЁ Н* соггезропа1т 
гезр. 40 {Ве сВагасфег1зИс уаез # ап —1 4Ъе дейслепсу-зрасез оЁ 4Ве зутег1с 
орегафог Н. 


** АБоф а| {Ве по{фа41опз Веге азе4, зее (1). 
*** Неге апа Бео\у Ве соппиоцз дерепаепсе о! ап орегафог оп Д 13 шеал% 1 4Ве 
зепсе о{ {Ве ипШоги 4оро1обу {ог орегафотз, 1. е., 


Пш|Н—Н, |=0 
и Х | , № ЕМ. 


РЕЕ!СЕМСУ-ЗРАСЕЗ 275 


Опг 1етта 100$ по\ гота 413 {ась ап ош Ве ору1оизу соп1паоие 
ереп4епсе оЁ р(А›) оп Х. 


ГЕММА 2. [Ге М фе ап ореп 5 те сотыех \-Мапе апа Т,— 
а боипае4 орегалот т $, фей паз а фоип4е4 ттоетзе ап сопипиоия у 
4ерепа5 оп) {от аИ ХЕМ. Гей рифйег 3) Фе а зибзрасе т $ апа 3. 
из Т»‚-тар. Тйеп Фйеге ех151$ а рагиаЦу 1зотеиче орегаюг И, тив 1е 
иипа 5е1 Э$ап4 4Ве Йпа] зеё* 3], фей 15 а150 а сопитиоиз шпепог. 
о ^Х юг ап ^ЕМ. 


Ргоо{. 1 Е Ъе \Ъе рго]еслоп оп 3; риф 
Н»=уУ ЕТЗТ.Е. 


Ву Гешта 1 Н, Череп4з сопипиоп]у оп »Х апа 9% гедасез Н,. Рог а 
ТЕЖ 
НУ = (ВР =(ЕТА ТЕТ =|Ть |, 


ап4 {Вегеоге Н»›, сопз1Чеге@ аз ап орегафог т 9}, Ваз 4Ъеге а Боипаеа 
дпуегзе Ну“, мЪсЬ 13 а1з0 а сопыпиоцз глпсоп ой ^. Мо\ \Ъе орегафог И» 
4ейте Бу 

И/=Т»Н;*]| 10г 16% 

П.1=0 Гог } Е ЭЭЭ 


роззеззез аП {Ве ргорегез гедилге4. 


Сого 1 1агу. [её ТГ», 9%, 9% 6е аз т Гетта 2. Тйеп \1е ртоеспов 
Е» оп 9} 15 9150 а сопипиоиз ритсиоп ор >. 


Ргоо{. Те 0, Ъе аз ш Геша 2; опг согоПагу !юоПо\жз фЪеп гот 
Ех = 00). 
ТЕММА 3. [её Н фе а с105е4 зуттейчс орегйог т 9%; ь. апа $. — 
тат] 4$ зресрнеа 6у 
Н*1 = ГО) >90, 
Н*/=^, 1(%) < 0, 


гезр., апа Е (^), ЕР (^) Фе ргоуесйоп$ оп 1езе тат] $. Т1теп Е (^), Е (%.) 
аге сопипиои$ пспопз ор ^ [от 1(%) > 0, 1[(%) < 0 тезр. 

Ргоо. Т.е (1, п) Бе Фе аейслепсу-шдех о! Н; ме тау виррозе а 
Ш п, з0 1Ъаф 4Ъе 4еНслепсу-104ех о{Ё $№е шахипа| ех{фепзоп Н, о”! Н 
Баз Ве {огм (Иц, 0). Рё 


х = 4+ (^—,) В», \Веге В =(Н,— 4)"; Г(^1), 1(^) > 0; 
В, фосеЪег уив В›, а Боцпде орегафог, уВ1еБ 13 а сопипаойв 
(еуеп апа\у с) Гапемот оЁ ^ (Г(^) > 0). Егош 
В+. Вз = В» апа ВА". В» =1 


* Ароиф 4Ве фегл1то1ову зее (3), р. 141. 
3* 
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16 ЮПо\з Паб Вх, Ваз а фоппде4 1туегзе. И уе оБзегуе, $Вав Н* > И" > 
—Н, >Н, ме еаз!1у 4едисе: 


В», ЗЫ, =%, 1(^) Р- 0, Г(®) > 0, 


. ы 
(ВУЗЫ, =, 1(А) < 0, 10.) < 0. \ 


Ог 1етта {1оПо\уз пох ош (4) апа {Ве согоПагу $0 Шешта 2. . 
ТНЕОВЕМ. Ге: Н, фе а с105е4 зуттейче орегаог т $, апа Н» а 5] - 
адтойи орегалот т 85. Ге ат тег Ел (®), Е, (^) $е Фе ртоуесйотз оп йе 
тата 9) (*), 9, (%) зрезреа 6у 
Ни] =М, 1%) >0, 
Н:1=^, ГА) < 0, 


гезр., апа Еь (\) — Фе тезоилот о} 4йе заетийу о} Н». Тйеп Фе ртофе- 
снопз Е;, Е_; оп е аейаепсу-зрасез У}, \-: о| На, Н» аге эоеп Бу 


Е: = ТЕ, (+) хаЕ, сд-+ Ге, (т) ха, 0, (2) 
—с 0 
Бе С, (—т) хаЕ, 9+ а (-т) хак, о), —@® 
—с© +0 


йе тлай-рап4 зт4ертай; Фете сопоегоетт т Ше топе 1ордогу юг оре- 
гадотз (4). 

Ргоо[. Уе шау аззате 4Ваф Н, 13 розмуе ап@ ^ =0 13 поф Из сВа- 
гасфег1з с уа!ае; 1Ве хепега|] сазе сап Бе еазИу тгедасей +0 113 Ъу 
Фесотрозте 9, ш а 4тесф заш 0 3 шибаПу огосопа| заЪзрасез, 


\Веге Н, 13 гезр. розилуе, пехайуе Ап пи]. бо \е Бауе 40 ргоуе 14Ъа 
ЕЕ ВИ. уБеге 


оо : + : 

Е ( Е (+) о ( Е, (-+) ха, (^). 
+0 +0 

Озте Ве ргоуе4 сопипацу оЁ Е, (т), Е (-+) уе еазПу зВо\у {Ваф 

1+, Г_ сопуегае 11 4Ъе эгопс $0ро]озу {ог орегафогз ап4 аге ргоуесйопз. 


Тье с]озедпезз оЁ (Н, Хх Н,)\* парИез 4Ъе ех1збепсе о! 


не С 
(н,х "1+ хЭ=(Н,х Н,) | Е, (д) 1хаВ, 0) 8 = 
0 
Ч оо Х 


= тв, (т)ха а, 0) =И. (жа), 
о +0 


ГЕ $1, 5Е%,, 
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30 {Маф 1. ({Х 8) Е). Ву сопитайу оЁ Г. ме сопсаае 4Ъаф а1зо 
1.ФЕЭ); !огаП ФЕЗ, х5.. 


ПН пом \е е]етепёз Г, Ф 40 поё ехБаизё 9), 1Теге ех1зз ап е\етепь 
ФЕ) зов 13 огВовопа] 40 аП Г.Ф. 91псе Ф, 13 а1зо ог{№о50па] {0 


$5, Хх 5-ОЭЖЬ 1. е., 10 \Ше гапое о Н,хН,- И, И 13 а1з0 от Вобопа{ 
$0 а еетепфз оЁ 4Ъе !огм 


+ со 
(н,х н)(х Э-+их)=Нух (^4Е, 0) + 
у 3 +0 
+их \ 46,0) = они) хаЕ, (в. (4) 
+0 фо 


№ №ш\ 10 фЕЗ:, $555; япсе 4Ве гапае о! не (Х > 0) соше!4ез хи 


$ ОЗ (+) ‚ (Веге ех1з15 ап е]етепь # (^) заизРушо 


[4—2, (х) | з=Анл +0), (5) 


апа уме Бьуе 


юной м в-Нев= | [4 В (т) $ <191, 
ап {Теге{оге 
хИНай (^)1< 191 @>0). (6) 
Е \е ри пож 21 (4) = (вл), = Е, (А») $, чВеге 


АН < ... АВ, 
ОЗ В, ль “в = А», 
Е» (А») —=- Е» (^») 5 Е» (^»—1), 


уе оБфала {аб Фхь 136 ог Вохопа1 $0 


[рыл (в) (ву х 98, (2) 


4% 
ап {Теге!оге фо 


-Н оо 


[1-2, (+) эха, 0) += 


0 


= Пи ХУ } Анил (а) + (м х а, (^)ъ 


в—--0 А А, 0 2” 
В оо й $-ь К=1 Ау; 


(зее (5) апа (6)). 
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Тиз Фу 13 огбВобопа1 {0 
нех [1-5 (Р)] вх ав,0)+= в, (^)эхаЕ, 0+ 


0 +0 


со 


+) [4- в, (+) | эхаЕ, )%=ех% 
40 


ап з1псе ф ап Ф аге агЬИгагу, № 10Пожз \№аё Ф,=0. 50 ме Бауе 
ргоуе@ 4№аф 9}; со1пс1Чез \ИЪ 4Ъе зе ор а Г.Ф, 1. е., \№аф Е! =Г,; 
11 \№е заше шаплег ме оБфашт 41а Е_; =/1_. 
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ВОТТ.ЕТ1М ОЕ 1’АСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ$ ОЕ 1/0855 


Серия математическая Зетме тафпета\1ае 


Я. Л. ГЕРОНИМУС 


ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ Е. ВТЕЗ7”А И ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧЕ 
ЧЕБЫШЕВА-КОРКИНА-ЗОЛОТАРЕВА 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


Статья содержит некоторые новые результаты, относящиеся к экстре- 
2 
муму и С (9) |140, где тригонометрический полином С (6) порядка п 
0 


подчинен определенным условиям. 


Введение 


В наших работах (1, ?*) мы рассмотрели решение таких двух экстре- 
мальных задач *:; 
Задача 11—11. Найти минимум интеграла 


Р(в)= \ 16 (6) 148 (1) 


0 


от модуля тригонометрического полинома 
п 
С (2) 
в=0 


порядка п, подчиненного одному из условий: 
|. дано линейное соотношение между его коэффициентами ** 


© (6)=Я УХ 1ьеь-ь= 1; (3) 


В=0 
2п —@ 
[7]; 


П. даны старшие коэффициенты 


тоя оо 8 < [ У]. (4) 


При решении второй задачи мы воспользовались следующей леммой: 


* Там же указана соответствующая литература. 
** В этом случае полином С (8) порядка не выше п. 
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ЛЕММА. Если заданы комплексные числа 


О 


то всегда можно подобрать — и притом единственным образом — поли- 
ном г(2) степени в < 5, все корни которого лежат в области |2| > 1, 
и полином ‹(2) степени у=$— с так, чтобы выполнялось равенство 


тоя. Ни...) 2) (Р). (5) 


Эта лемма вытекает из решения следующей задачи Е. В1ез2’а (3) *: 
Задача 1’—1/7’. Найти минимум интеграла 


1 


= } Иа» (6) 


к 
|271 


от модуля аналитической функции `}(2), регулярной в замкнутой обла- 
сти |2|=<1 


(а) = Увы 
В=0 


и подчиненной одному из условий: 


Г. дано линейное соотношение между первыми коэффициентами 


®(с) (1) => Як — 1. (7) 
®=0 


ПП’. даны первые коэффициенты 
РО ее (8) 


В предлагаемой статье мы решим задачу П, не пользуясь решением 
задачи Е. В1ез2’а, и из нашего решения выведем сформулированную 
лемму; дальше, мы покажем, что решение задачи [’, данное 5. Таке- 
пака (7), не является наиболее общим и дадим это наиболее ‘общее 


решение; наконец, пользуясь решением задачи |’ и леммой, дадим 
решение задачи 11’. 


Во всем дальнейшем С (9) обозначает произвольный полином по- 
рядка не выше п, (47 (0) — полином порядка п со старшими коэффици- 


ентами 1, 11, .--›\з; наконец, С;(9) — полином, дающий решение 1-ой 
задачи; аналогичные обозначения — для функций Са 


$1 


ТЕОРЕМА 1. Если тригонометрический полином 


С (9) = о ве") 


в=0 


* См. также (4), (5), (°. 
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порядка п обладает тем свогством, что разложение в ряд Еоитег 


55 т С (9) начинается с гармоник порядка =п—5, где $ < | ее — ] 


епт С (8) =\ У 20. (9) 


Е=п-—5 


то С (8) можно представить в таком виде 
С (8) =% {2" 8+4? (2)} [< (2) №, з=е8, (10) 


где О<у=<$, 49(2)—полином степени ‹=$—у, имеющий все корни 
в области || <1, а *(2) —полином степени у; при этом 


160 =- а : + У Ак 2® |, 2—8 
(Е 3 (5) 


я Е=п-+1 ` (11) 
еее | |+ (дар 142. | 


[2 |=1 


Покажем прежде всего следующее: из условия (9) вытекает, 
что полином С (8) имеет в интервале (0, 2*) неменее 2 (п — 5) 
неремен знака. [Допустим противное: пусть 


6 (0) =С (6) * (6), 


где С (9) — полином порядка <п—$—1, все корни которого вещест- 
венны и различны, а С* (0) >0 при 0О<0=<2ж; в таком случае мы 
имели бы 


еп С (6) =з2тС (6) =% С р м 


Е=п-—3 
откуда вытекало бы равенство 
2 2 ре 
(16 (8)148 = (6) зп С (0) 40 =0, (12) 
0 0 


что невозможно. 

Таким образом С (6) имеет 2 (п — у) перемен знака в интервале (0, 2*), 
причем 0 <у=<5; применяя те же методы, как в $$ 1—2 нашей 
работы (?), можно показать, что полином С(8) можно представить 
в такой форме: 


С (8) =51 {2—т и? (2)} (2), 2=ей, (13) 
где < (2) — полином степени у, а и(2) — полином степени т=п— у, все 


корни которого лежат в области |2| < 1; при этом 


О м Е (14) 
5 
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2% —1 
для того, чтобы выполнялось условие (9) при $ < | 5 т необхо- 


димо и достаточно, чтобы и (2) было равно 

и (=) = 2" 4 (2), (15) 
где 4 (2) — полином степени ‹=$— у, все корни которого лежат в обла- 
сти |2| <1. В таком случае окончательно получаем 


(9 (ен), ай; ] 
60=-я 7 + Ак2* |, 2=е8; 
8510 г Е (5 > Ё | (6) 


(6)= Ч 146 == { 19 (2) < (2) |421. 


[21 


$2 
Рассмотрим теперь решение задачи П; решение существует, ибо для 
искомого полинома СМ (0) имеем неравенство 
25 25 
(1657 (9) 148 = ( 16° (®) |148 = 2, 
0 0 
отсюда находим неравенства для всех его коэффициентов 


25 


у 
т = (1687 (8) 148 == (&=1,2,3,..5п); 
0 
УЙ 
[11 < ==. 


Таким образом, значения всех коэффициентов образуют ограничен- 
ное замкнутое множество; так как Г. (С) является непрерывной функ- 
цией коэффициентов, то, по теореме Вейерштрасса, Г, (С) достигает 
минимума (з). 

Условия экстремума дают нам 


© (0) У хх. Ака^, з=е8; 
В=п-—8 


следовательно, к полиному С (0) применима предыдущая теорема. 


Докажем теперь, что решение единственно. Если бы мы имели два 
решения (9 (0) и С” (6), причем Г, (6%) =[, (С), то ясно, что 


в а® 
а ей, 


т. е. полиномы С? (0) (8) и [и (0) были бы всюду одного знака; поэтому 
их можно было бы записать таким образом: 


С? (6) = 6* (8) | <, (2) №, 65 (6) = * (8) |<, (2), 2=е%, 
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где С*(0) имеет 2(п—у) перемен знака в интервале (0, 2=) (0 <= 5), 
а ‹, (2) и т, (2) — полиномы степени у. В таком случае полином 

627 (6) — 67 (6) = 6* (6) (|1 (#) В —|[< (2), ей, 
имел бы 2(п—у) перемен знака в (0, 2т), что невозможно, ибо он 
порядка п^$—1. 


Итак, решение задачи ПП существует и единственно, 
причем оно должно быть вида (10). 


Пусть сперва 8<[+]; в таком случае имеем 
9% (1027-Е 112"-1--...-Е "84... = [став (2) < (2) * (-) } 2 =е% 
при условии п >> 2$ находим 

ЛЬ в РЕНА а бе. 

оз - 7:2 +...-2 1 +... = во (2) (2) = (+); ЕСА 


так как в обеих частях равенства стоят полиномы степени п, то из 
тождественности их на контуре | 2| =1 вытекает тождественность их для 
всех значений 2; отсюда 


о-ва... лье... = (2) 2“ * (т), (47) 


г(2)=29 (1); 


таким образом доказана лемма, сформулированная во введении. 


2п —1 
Пусть теперь [2] = <| — ]; на основании доказанной 


где 


леммы всегда можно подобрать полиномы г (2) и <(2) так, чтобы удо- 
влетворялось (17); отсюда находим 


п ых 41,2" о ьы = 21-28402 (2) х (2) с (-); 


при 2 =ей имеем 


я ( ев: ... + 12 р = (}.+12-- = ‚22° -®); 


5781 
2 2п —1 
благодаря условию $ < - эти добавочные члены не изменяют 
старших коэффициентов 10; |1,...,1з; таким образом, окончательно 


имеем и в этом случае 
СТ (0) = (1027 +... АЕ +...) = 
=я(и-ььро чт (Т)}, 250%. 


Докажем теперь, что цолином ст (0), определенный таким 
образом, действительно дает решение задачи В 
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Из решения задачи 1 мы имели (1): 


р ва. 
15© (4)| ^ 1«®9 (6) | * 


(18) 


в таком случае, для любого полинома с® (0) справедливо неравенство 


Г(67) >1(6№); (19) 
но полином С. (0) определяется формулой () 
а з 
в, (в) (2) < (2) (5), 2=е8; (20) 
подбирая 4 (2) и *(2) так, чтобы старшие коэффициенты С, (68) стали 
равными \у, 1, ...,з), Мы найдем наш полином 


65? (6) = (6); 1(69) > (62). 


Мы приходим, таким образом, к теореме ПТ нашей работы (1). 


$3 
Перейдем к решению задачи Г’; по заданным числам 
С0у Сл) ++) Сз, 
построим функцию 
(=) 
оо... сы"... ера (21} 
(+) 


где 4 (2) — полином степени с < $, имеющий все корни в области |2| < 1; 


на основании теоремы Т. ЗеВиг’а (9) это всегда можно сделать, если 
8, — наибольший корень уравнения 


‚ С 
о Оо аи 
а А о 
О: о О и 0} (22) 
а 6 оо 0 
О: асс ОО 9 


с=$— у, где у-- 1 (у> 0) — кратность 8%. 
Имеем неравенство (7) 
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знак равенства будет иметь место только тогда, когда функция 


Е (2) =1® 


а 
=. 


(23) 
а следовательно, и функция 


Е (=) ГЕ 7 (5) 
нее) [я 


принимает на контуре || =1 значения с некоторым постоянным аргу- 
ментом ^. 


Е, (2) = (24) 


Поскольку }(2) и [29 (+) регулярны в замкнутой области 


 |3|=1, мы можем написать разложение 
вт (а) =’ (бо--е.аа-.:)» |2 = 
Мнимая часть функции е-®Р, (е18) равна нулю, — это приводит к условию 
=: (1=0,14,..., 5); в=0 (К=2- 4, 242,...), 
т. е. мы должны иметь 
С, (25) 


где Р (2) — полином степени 2 < 2у, обладающий свойством 


^"Р(-)=Р(). 


Так как на круге || =1 функция е-®Р, (2) должна принимать вещест- 
венные неотрицательные значения, то тригонометрический полином 
е-9Р (ей) должен быть неотрицательным, — поэтому его можно пред- 
ставить в такой форме: 


е-в9Р (и) = | т(2) № 2=е9, 
где (2) — полином степени р < у. 


Таким образом, полиномы Р(2) и ант (2) = (=) (оба степени 24) 


совпадают на единичном круге — ясно, что при всех значениях 5 имеем 
Ей! 
Р(й нк (2) ( }; (26) 


пользуясь (24), (25) и (26), находим, что функция } (5), осуществляю- 
щая минимум (6) при условии (7), выражается формулой 


оком) =. = в 
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$4 
Мы приходим к следующей теореме: 


ТЕОРЕМА П. Для всех Функций 1|(2), регулярных в замкнутой 
области || < 1, 


1(а) = № аъл^, 
&—=0 


удовлетворяющих соотношению 
$ 
%(° (1) = м а 
в—=0 


где со, С1›..., Сз— заданные комплексные числа, имеет место неравенство 


1 1 
= ( |1 (2) [142 |= › (28) 
м1 : 
где 8, — наибольший положительный корень уравнения (22) кратности 
У-- 1 О знак равенства имеет место для функции 


в®=С [29 (+1) (+), С=1: | 19а) а) в1а2, (7) 


ВЕ 
где < (5) — произвольный полином степени не выше у, а 4 (2) — полином 
степени <=$— у, все корни которого лежат в области |3 |<1 и кото- 
рый определяется из разложения 


.б = а ак 
й 


Решение 5. Такепака соответствует тому случаю, когда у= 0, т. е. 
когда корень д, простой. 


Рассмотрим, наконец, решение проблемы 1’. На основании леммы 
всегда возможно —и притом единственным образом —так подобрать. 
полиномы Г (2) и *(2), чтобы иметь 


аа... а: - 8 (2) 2% (2) (+ | (29) 
с другой стороны, из решения задачи |’ вытекает неравенство 


Е 
15О (Л ^ |°© (4) |’ 


где ]1 (2) дается формулой (27); подобрав г (2) и <(2) из условия (29), 
мы найдем 


(30) 


Е (1®) > Г (9), 


т. е. полином (29) дает решение задачи ПП’. Мы поиходим к теореме: 
ТЕОРЕМА 11. Для всех. функций 


7 (2 -Х ак 2^, 


ОМ РВОВЬЁМЕ ОБЕ В!ЕЗ7 287 


регулярных в замкнутой области |2|<1 и имеющих заданные первые 
коэффициенты 


“о, @1, ..., @з, 
имеет место неравенство 


Г) {11 4) 1421 >69) => | [< (2) "(242 , (91) 


м1 м1 


где функция [К (2) дается формулой 
Фета (а) = (+; (32) 


полином т(5) степени с <$, имеющий все корни в.области |з|>1, 
и полином ‹ (3) степени у=$ — с подобраны из условия 


СА 
ао-Нала-...а"-...=7 (2) 2'5 (2) (2). (33) 
Институт математики и механики Поступило 
при Харьковском гос. университете. 23. [. 1939. 
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7. СЕВОМГМО5. $0В ОХ РВОВЕЁМЕ ОЕ РЕ. В1Е$И ЕТ ГЕ РВОВГЁМЕ 
СЕМЕВА!5Ё ОЕ ТСНЕВУСНЕЕЕ-КОВКХЕ-70ГОТАВЕЕЕ 


ВЕЗОМЕ 
Оп сопзАёге 1е ргоёте з1уапё фиа1 езё ипе пёпбгаЙзамюопт Чи рго- 
Ыёте 4е Теверусвей, Когше её Хо]офагеН: 


Ргоь]16 ше 1—11. Тгоиуег 1а ощеит тиитит 4е Гаевтще 


(= \ 16 (8) 146 


0 
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С (0) &ат ип ройупдте пчеопотетцие 4’отаге < п 


т 
(@ (0) — 5% р и ей (п—№)8, 
в—0 
зоитиз а Гипе 4ез соп4йлопз: 


1. 1е5 соелсет$ 1, 1, ...,1з 5004 16$ раг 1а т@айоп Ипеваге 


О -яУ иск = 1; 5 = | и |: 


вВ=0 


П. 1ез соерслет$ 


ое ть 9 | 5” |, 
50 аоппез. 

Еп з’арриуапё заг 1а зо]амоп Ай ргор16те [Г дата 646 аоппее раг 
’ащбейг, оп г6зом@ 1]е ргоБёте 11; А сеф еНеф оп ргоцуе 1е 1етше 
за1уаюф: 

Гешше. Ё1а0ё 4оппё; 4ез потфтез сотыехез 


Те» 11 --- 74 
оп реш 1ои]оитз (тоиоег—её а’ипе зещШе татете — ип роупбте т (2) ае 
4естё с < $ пе 5’аппщат раз роит |3|=<1, е ип роупдте (3) ае аезтё 
У=$—с 115 дие Гоп ай 
То а-+.. Не...= (дет т (+). 
Се]а 6бапф, оп раззе аа рго еше 4е Е. В1езл: 
Ргоь1ё ше ГП’. и" а оеигт тийтит ае Рииётще 
Гр» ( 114) |421 
м т 


{(=) аат ипе рюпейоп апйуйцие тезиеге роиг || <1 


1 (2) = Хак а^, 
®=0 


зоипизе а Гипе 4ез соп4йлоптз: 


Г. [е5 соеслепа$ аз, а1,..., аз зотё 16; раг 1а т@алопт Ппвайте 


$ 
в ()= р авс;—к=1; 
—=0 


ПП’. 1е5 соерслета$ 
об 
5011 4оппе$. 

Эп 46тотиге дае 1а зо] оп Ча рго еше 1’ 4оппёе раг $. Такепака 
п’ез6 раз 1а р1аз сбибгае; оп \гоцуе ]а зо1айоп 1а раз обпбга]е запз зе 
зегут 4ез гёзаЦа{з 4е К. В1езт. Еп з’арриуапь заг сейе зоаоп её заг 
1е ]еттше оп 4гоцуе 1а зо]амоп 4а ргоБ]6 те 11’. 
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Серия математическая беме та{петанаице 


В. А. КРЕЧМАР 


О ВЕРХНЕМ ПРЕДЕЛЕ ЧИСЛА ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ЦЕЛОГО ЧИСЛА 
НЕКОТОРЫМИ БИНАРНЫМИ ФОРМАМИ ЧЕТВЕРТОЙ СТЕПЕНИ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье доказывается, что число представлений единицы бинарной 
формой четвертой степени не превосходит двадцати, если кубический 
инвариант формы равен нулю. 

В статье «ОБег ейиое Ап\епдипсеп О1орБапзеВег Арргохипачо- 
пеп» (АБЪап@ псеп 4ег Ргеазз. Ака. 4. У\1ззепзсв., 1929; Рвуз.-МавВ. 
КЛаззе) 51есе] показывает, что число целых решений неопределенного 
уравнения 

Ф(5, у) = 4073 -- ааз?у - азту? -- аз = ® 
(где Ф(х, У) есть кубическая форма с целыми рациональными коэффи- 
циентами а, 41, 4», аа и положительным дискриминантом Ш), А — целое 
число) при `достаточно больших Д не превосходит 18. В настоящей 
работе мы показываем, как может быть решена аналогичная задача для 
некоторых бинарных форм четвертой степени, именно для тех форм, 
кубический инвариант которых равен нулю. 


$ 1. О бинарных формах четвертой степени 


Пусть 
Ф (2, у) = 402“ -| а,23у | а,27 у? - азху? -| ау“. 
Тогда 
Ф (т, 1) = а, -- а, 23 -- а. -- азх - ал. 
Пусть корни этого последнего многочлена будут 
71, 1.2, 43, 14. 
Дискриминант формы равен тогда 
В= 4 (2, — 22)? (21 — 23)? (7, — 24)? (2, — 23)? (1, — 24)? (13 — 24). 
Известно, что 
210 =43— Л, 
где 
1= аз — Залаз + 12аа., 
= 248 — Эа, аьаз | 2714 — 72а ааа - 27ааз 


Известия АН, Серия математич., № 3 
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суть соответственно квадратичный и кубический инварианты. Гессиан 
нашей формы четвертой степени будет; также, как известно, формой 
четвертой степени. Обозначим его через Н (<, у). Тогда 


Ну 2" (зы) = А+ Ану Ай $ Ауд Ав, 


где 
—= 3 (8а а, — За), 
А, =12 (6% аз — ала»), 
А, = 6 (Зал аз -Ё 24ааз — 2аз), (1) 
Аз=12(6а: ал — а»аз), 
—=3 (8а.а4 — Заз). 


Обозначим квадратичные и кубические инварианты формы Я (5, у) соот- 
ветственно через Г и Л, а ее дискриминант через Д. Тогда имеем: 


Т = 48—34. 4 -12А А. =122 1, 
1=248— 94. А, Аз-Е27АЗА.— 72 А, А, Аа 27. Ао Ав = 128 (218 —Л), 
р = 128Рр. 


8 2. Формы четвертой степени с кубическим инвариантом, равным нулю 


В дальнейшем мы будем рассматривать только такие бинарные 
формы четвертой степени 


Ф(х, 9) = аолй 4 алаЗу | азау? -- ау? ау, 
у которых кубический инвариант / равен нулю. Тогда 
27) = 413. 


В этом случае, как легко показать, гессиан Н (5, у) будет [полным 
квадратом. Именно, условия, необходимые и достаточные для того, чтобы 


Аст“ -- А, 23у -- Аза? у? -- Азхуз-- А. (Аз. +0) 
было полным квадратом, следующие: 
Аз Аз = А. А, 
АЗ ЗА, А =4 А, Аз Аа. | 
Между тем имеем следующие соотношения: 
Ас 48 — А441= 128 (аа8— аа) Л, 
А+ 8 А, 4—4 А, А.А. =123 (а8-- За а? — дазаза) Г. 


Отсюда ясно, что условия (2) выполнены, если только /=0; и тогда 
имеем 
Ао2^ н Аз? у-| Алу? Азху’-- Ау“ = 


РА Ата Е (2А, Ал? Азху +2 А. А 9). 
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$ 3. 0 преобразовании формы Ф (2, у) 
Положим 

=п\-- М, 

у= рЕ-- 47, где тд —1р=А, 
и пусть 

Ф (т, у) =Ф(тЕ-Е 11, рЕ- 41) = в а183 я + а? -- 3613 Е ад. 
Как известно; форма 
Н (т, у) = Ай - А: + Ау? - Ау А 
является ковариантом, и мы имеем тождество 
Ао“ -- Аз -- Ар -- Аз -Е Аза = А? . Н (т, У). 

Выберем теперь Ё и у так, чтобы имело место тождество 


2А. Аа? Азху-- 2 А. Ау? =. 


Тогда положим 
= (а2-- Ву), 
к ЛЬ =4. 
= (12-89), я 
Теперь имеем 
АЗ АЗРТ-- АБР АЗ АР = таза 9, 
а 
где 
Аб = 3 (8аваз — 3а!;), 
А: = 12 (бааз — а1а?) ит. д. 


Отсюда следует, что подобное преобразование дает 


1 
4АЗА. ° 


ЖА: — 48—41 =0; Даа 


Посмотрим, во что переводит это преобразование форму Ф(х, у), т. е. 


чему равны 
ао, ал, 42, 03, @4. 


Легко проверить, что имеет место следующее тождество: 
— 10а. А, - 2а3 А, — а А, Ра. Аз— 2а, А. =6/. 
Но так как 7] есть инвариант, то /’=/У=0, и следовательно 


— 1044 Ао-- 2а3 А: — аз Аз а Аз— 24% А. =0. 


Отсюда (так как А = А1 = Аз= 44 =0, А, +0) следует 
8—0 
а значит (см. равенство (1)) 
а1= аз =0. 
Таким образом имеем 


Ф (2, у) =Ф(тЕ-- М, рЕ- 41) = 4 аа. 
&* 
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При этом 

а =Ф (т, Р), 

аз =Ф (1, 9). 
Так как, с другой стороны, 

= (я2- ВУ), 

ди 

п=ь (12-59), РЕ 

то 
1 4 


{полагая 8 —В/ =Д'). Поэтому 
‚ ` 1 с 
а =Ф (7%, Р) — Задя р Ф (5, =) 
р 4 
а4 =Ф (1, 9) = ная -Ф(—В, а). 
Подберем теперь Х и в так, чтобы 
а = — @4; 
для этого должно быть 
ты 
ЕС 
При таком выборе Х и в будет: 


Ф (2, у) =4(#— 1). 
При этом 


С другой стороны, 


А; = 6 (За: аз -- 24а: — 2а) = 144 ава, 


следовательно, 
а 
о 4 АЗА, ° 
Но 
а а 
— (96 — В} 
и 


24, А? -- Азлу + 2 Аз Аду? = (ах + Ву) (1х + 89). 
Отсюда 
(28 — 8)? = 483—164, 48 А. 


‚2 1 
а = —- 
ы 24: АЗА, (А1 — 46 А, АЗА,) ° 


Вычислением находим: 


Аз— 16 А, ЗА, =48 АЗА, Г; 
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следовательно, 
в а 
9648 А. И—ЗГ ° 


40 


Кроме того имеем 


АВ от 
У 42—16, 44, = У ЗГАо. 


8 4. 0 корнях уравненчя Ф (5, 1) =0 

Пуеть 

р 2 

0, = За1 — 8а,ао, 

3 22 2 2 
д, = — бала, - 2а1а» — 12азала, + 28аза, аа, — Зазаз-+ З2аваза. — Збазаз. 
Известно, что условие, необходимое и достаточное для вещественности 
всех корней уравнения 
а,“ -- 4123 ах? азх + аа =0, 
будет: 
8, >0, 8, > 0, РО. 


Отметим, что имеют место соотношения: 


а 8-5 и 4—3. 
Если же /=0, то 
За а. 
10 =5 8. 


Таким образом, если все корни уравнения Ф(х, 1) =0 теще- 
ственны, то 

ОО 50 
Ограничимся лишь тем случаем, когда все корни уравнения Ф (5, 1) =0 


вещественны. 
Итак, мы можем утверждать следующее: 


форма 
Ф (2, У) = ао14 -- алд3у - ал? у? - азху? - ау 
путем преобразования 
6=А (ах НЕ ВУ), 
= (72-59) 


может быть приведена к двучленному виду 


Таким образом имеем тождественно 


ал -- а123у -- ах? у? | азту? -- аау* = 4 (# — 1“), 


где 
1 


Я = =: 
° 9648. У —31 
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5 © 
принадлежит к мнимой квадратичной области В (/ — 31), а о, В, 1, 5 


принадлежат к области в(У 2164, АЗ А,), т. е. также к мнимой 
квадратичной области В (/ — Г). 


8 5. Второй ковариант (якобиан) 


Положим 
аФ ОН 0Ф он _ 
а = 90 


Отсюда 
0 (2,9) = лет (2А, Аз Ау - 2 А, Азу") - 9 (2,9), 

3-4 

где 
$ (2,9) = (442-445 Ау); — @ А, Але 489) 5 

— многочлен четвертой степени с целыми рациональными коэффи- 
циентами. Известно, что имеет место следующее тождество: 

1613 -- 90? = 44 . 33. 1НФ?. (3) 
Положим 

2А, Ах -- Аззу-+-2 А. Ау = (2,9). 

Тогда 


4 - 
@ (+, 9) = двд, ® (2, У) $ (т, у); 
и равенство (3) переходит в следующее: 
4 (2, 9) ЗАЗ Аа (2, У) =4* . 32. 148 42" (2, 9). (4) 


Применим к этому последнему равенству рассмотренное нами прежде 
дробно-линейное преобразование. Будем иметь; 


Ф (2, У) =Ё- 1, 
Ф (5, у) = (#—1^). 


Равенство же (4) перейдет в следующее: 


(Е +1) = — З6 ЗА, - 4* (х, у) 
ИЛИ 


6.48 ук 
и“ = —_ У 38, -ф (х, 9). 
Напомним, что &,8,],5 принадлежат к мнимой квадратичной области; 


В(У — 168) и (1 = а принадлежит к той же области. 
Пусть х и у суть целые чибла, удовлетворяющие уравнению 
Ф (5, у) = К (решение этого уравнения). Тогда 
4 (*— 14) =Ф (т, у) = 
Отсюда 


| а. р Аи. к. 
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Положим 
9642 И— 31 
. О Па —- ИА 


С другой стороны, имеем 


М ИЗ (у). 


Отсюда 
#—4=аУЗТ- в 
#1“ =5У 34, 
где а и 6 — рациональные. Из этого следует, что 
24 И 38, тсУЗТ.ё — 
2 р. 0 
214 =5У 38, —аУ 31 -# 


и значит 
|=, т.е. |41—2|=4; 


4 В 
Легко видеть, что (=) принадлежит к области В (У — Г®,). К этой же 
области принадлежит и 2. Так как 
р . „42 2 2 
‚ Е) = — 368 А4$° (2, у), 
| ие = ®* (5, У), 
то М и 1 целые алгебраические числа. Следовательно, 
ит также целые алгебраические. 
$ 6. Неравенетва 


Итак, соответственно каждому решению уравнения Ф(х,у)=А 
мы имеем пару целых алгебраических чисел & и ч, удовлетворяющих 


равенству 
1— (=) м 2, 
где 
ти а ЕР. 


Следовательно, 


ей 1—2, 


. ы 4 
где з есть корень четвертой степени из единицы (34 =1), а ИТ есть 
главное значение корня. 

Докажем, что 


521 к|.1 #1. ИЗ 
а ИЫ 


где К= 96 Аз Ал. 
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Допустим сначала, что |2| > 1. Имеем: 


= 
[58-я [< |817 = 21|. 
Поэтому 


21К|!.|А|. И 31 
ее. 


Допустим теперь, что |2| <1. Докажем, что и в этом случае 


21к 1.1%]. УЗ 


ЕЕ =2|% |+ ||. 


[96—91 | = 
Имеем 


[Ея 8—3 |181. [—® И 4—3]. 
Следовательно, достаточно доказать, что 
у 


Допустим, что уравнение Ф(х, у) = №, кроме решения (х,у), имеет еще 
решение (х’, у’), и пусть значения Ё и 1 для этого решения будут 
ит’. Допустим, что эти решения принадлежат к одному и тому же з, 
т.е. значения з в равенствах 


+= 1—2, 


ши ОИ Я 
в =зУ 1—2 й & в 
одни и те же. Тогда имеем; 
21 к |. |А|. И37 

158 ) 
2к|- |. У 37 

[57 В 5 


[9—1 < 


|’ — | < 
Отсюда 


[917 — 9 [= (’— 38") 2 (1—6) | < 2] К 


УЗ (ез+Е)- 


Далее напомним, что 


$=^ (яз - ВУ), 
Хр == $. 

1= (12 - 59), 

Следовательно, 
9 — Е’ = (%8 —В1) (2у’—29). 
Но 
(«23—81 =48 АЗ А., 
а 
|ху'—х'у|=1. 

Поэтому 


р р ! 4? Е 
[Ви — 1 а. РИ 26. (5) 
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Допустим теперь, что || <|#|. Тогда 


Е 218 
ЕВРЕЕВ = Та 


Поэтому 


, р 41 К |. ||. УЗ 
Пе «УЗ 


и в силу неравенства (5) 


1248 о 41 К]. |^ Ре 
ИТ АУМ | 
и отсюда 
25. УЗ. |* 
ЕЁ |, 
1 
Итак, если || > |Е|, то 
Из.' [Е№. 


о 
| УЗ- [А |. [4,А4 


Припоминая, что 


11.11: Из? _ ру 
Е | ГЕ и 


найдем 
10. |. 
= а 


Но 27) = 413, следовательно 


о" 
$ 7. Гипергеометричеекий ряд и приближения, им определяемые 


Пусть 


а - а (а 1 1 
Ро аа Е о 


известный гипергеометрический ряд. Тогда * 


(1— =) Е (—п-а, —т, —т—п, 8) -Р(—тр-яа, —п, —т—п, 2) = 
= А2т+т+1 Р (п «1, т 1, тп - 2, 2), 


т т - а „.Ит-т 
^=(—1) а С т ). 
Пусть т=п—9, 9=0 или 1. Положим 
Аз (2) =Е(—п-а, 10920) —2® | 9, 2), 
Ву (2) =Е(—п-—а-{ 9, —п, —2п-{ 9, 2), 


где 


и рассмотрим выражение 
1 1 
(1—2)* Ао (2) — (#—2')* Вь(2) = 


* См. Мере], цит. в начале статьи. 
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где ди 2’ имеют значения предыдущего параграфа. Имеем 
8=-1 (4 Ао (3) —1 В, (2). 


Тогда 54 принадлежит к области В ((— 18) так как (1), (1). и 


у уд 
т) — принадлежат к этой области. Далее можно подобрать такое 
целое рациональное й, что 


рЕ’ЕТН1-9 а 


будет целым алгебраическим числом (при этом # <С1 и Ао. (2) есть 
многочлен относительно 5 степени п—9, В.(2) многочлен степени п). 


Кроме того 
88 (2 у 38 


будет целым алгебраическим числом, принадлежащим к мнимой квадра- 
тичной области В(/ — 18,) (так как и @ принадлежит к этой 
области). Выберем 9 так, чтобы 8 Е 0 (что возможно, так как АВ, — 
— ВьА, = 0). Тогда #8? (8)" +1958 есть целое число, принадлежащее 
к мнимой квадратичной области В И -—2,) и не равное нулю. Следо- 
вательно, 


1088 ет" 8 | = 4 


а 4, 
Отсюда 
а 


181> Тиееятет 


1 1-9 

_ п 

4 4 
15° |1 


[8] > ме. 
| куи—3| * 
Далее * имеем: 

|< Са а}, 


где С, — некоторая константа. Отсюда 
ый г бы 2 
ККИ За 82а, 
1 1—9 


а < СЫ (Я т" 
< С (|2 | + [| кёУ —37| “+. 


$ 8. 0 верхнем пределе для |К | 
Покажем, что среди форм, эквивалентных форме 
(2, у) = 014 -- аа? -- а,22у? -- азтуз + аул, 


* См. Безе], 1514. 
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О 


можно найти такую, для которой соответствующее значение | Аз А. | 
будет заключено между 0 и 16*Р. Имеем 


1 
Н (2,9) — дел, (241 Авг | Азту-- 2 Аз Аз}. 


Допустим, что Ф(х, у) такова, что Аз А, =Е 0. Перейдем от формы Ф (х, у) 


к форме Ф’ (х, у) = а2“-- ..., эквивалентной первой путем подстановки 
х=тЕё- М, 
та—(р= Я 
у= Р-Р от, @—р= +1, 
где т, [, р, 4 — целые рациональные. Тогда имеем 
А =Н (1,4), 


Аз = 4т 8 Ао -| (Вр-- 3тР 4) ‘А: - (22ра-- 2т19?) А, -- 
+ (9?т + 3р4?1) Аз 4р4? Аа. 
Известно, что в квадратичной форме 
а? -- 6ху | су’, 


где 6?—4ас 0, всегда можно дать переменным х и у такие пелые 
значения (не равные одновременно нулю), что 


ад? Е зу + су? | < Ив 41: 


При этом, если 6?—4ас не равняется полному квадрату, т. е. если 
форма ал? - 6ху-{ су? ‘неприводима, то одновременно 


[42+ фху- су? | > 0. 


Отсюда следует, что можно выбрать [и 4 целые так, что 


Аа ФА АЙ 49+ 24.44?)! < 
<таят а (444—164: 4843) | =161, 


т. е. что 
1.441 < 461. 


При этом мы можем, конечно, предполагать, что Ги 4 взаимно 
простые. Тогда всегда можно подобрать т и р так, что 


та —1р= +1. 
При этом все значения т и р будут следующими: 
т=т- И, 
р= Ро-+ 91 


при произвольном целом & (где то, Ро есть одно какое-либо решение, 
так что т, —П1ри= +1). Тогда 
Аз = (то- И) (48 А+ ЗРа А, + 24° А 43 Аз) + 
+ (Ро 94 (ВА, + 224 А, - 314? Аз-| 49° Аз) = М - Аа, 
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где М — некоторое целое число, а { может пробегать все целые значе- 
ния, | А | < 161. Ясно, что можно { выбрать так, что 


| 43| = |М + 4444 | < |444 | < 4. 161, 
а следовательно, при таком выборе [, т, р, 4, будет 
|5 44| < 46°Г. 
Приме чание 4. Если 65?—4=4? (т. е. полный квадрат), 
то можно найти такие целые «,8,1,6, что 
аз? - ау су? = (аж -- В) (12-89). 
Тогда, если положить 


х=8—В; у=я-—Т, 
то 
аа бу ся | ав ВВ — дас | 


(при этом х и у не равны нулю одновременно, так как иначе 6? — 
— 4ас =0). 
2 г 
Следовательно, если АзА 0, то Ги 4 могут быть подобраны так, 
) 4 ) Ч р 
что 


0<|4:| = 1611]. 


После такого выббра [ и 4, а следовательно, и А, можно подобрать 
{ так, что 


0<|.4$|= |М +4444 | < 444 . 


2 > ЕВ 
Итак, если АзА. =0, то среди форм, эквивалентных данной, най- 
дется такая, у которой 


0-4 16. 


2 > 
Примечание 2. Если же АзА.=0, то всегда можно от исходной 
формы перейти к эквивалентной ей такой, что АзА, + 0. 


$ 9. Верхний предел числа решений 


Итак, теперь мы можем написать: 


1 1-9 


— в+—— т я = р 
Е 


7 2—9 
м 


) 


Положим |2'’|=|2|”. Тогда 


о У ВНЕ. а ЕО 
оно 1. 


Допустим, что мы имеем по крайней мере шесть различных решений, 
принадлежащих к одному и тому же з, и пусть соответствующие зна- 
чения 5 будут 


[аа 
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Положим 


Имеем: если |2'|<|2|, то 


г 911 2 
[27| < 57 — [2 . 
Ир 
Следовательно, 
29 42| 208 С.А, 
5 ЕО || А . 
[5.1 < ити 
© 
Иначе: 
Са? 
[21| <8 т 
Следовательно, если взять / >> 8С.Ё?, то |2,|<1, а следовательно, 
и || №... 5: < 1. Так-как |4,;|=|2 |, 10 у=9. Если взять 
п [7], то будет: 
У 3 У 1 
3 1—9 У 
и 
2—9 У 3 
| | 
В 
Следовательно, 
п-* +319) 9—5 
ЕЕ 
35 1—9 УЛ 
[5 4 = 12|“ 2 
Е т 
ИГ 4 = УГ] 4 
Отеюда 
У-+а УК У 1 
Ноа РН У 
ос1* кур т: 
Следовательно, 
1 Ро] п. В им 
— еда Ре —-— расе, 
| 2 | Г Вы ре 
3 1 1 


1 
СУГ ® |2 г 


Так как 2=2., то 


[23 | <(°“)” гр 


Отсюда 
с |вУ Г Ре 9) 1 
6 ТА ) >1. 


Иначе 


302 У. КВЕСНМАВ 


Но 
о. 
(+ —13(+-— = )<-? >. 
Следовательно, 
сиг Рей. 
Отсюда 
= С, 


что невозможно при достаточно большом ОД. 


Итак, число решений (принадлежащих к определенному корню) 
не может быть больше 5 при достаточно больших ДР и общее число 
решений в случае четырех вещественных корней при достаточно боль- 
тих Ш не превосходит двадцати. 


Я дате институт им. Куйбышева. Поступило 
Ленинград. 16. П. 1939. 


У. КВЕСНМАВ. ОМ ТНЕ ЗОРЕВТОВ ВООМО ОЕ ТНЕ МОМВЕВ ОЕ ВЕРВЕ- 
ЗЕМТАТТОМ$ ОЕ АМ 1ИТЕСЕВ ВУ ВТХАВУ ЕОВБМУ ОЕ ТНЕ ЕООВТН РЕбВЕЕ 


ВОММАВУ 


11 4Ъе ргезепб рарег \уе ргоуе Бу а шео4 4че {0 $1есе] Ва Фе 
патшрег о{ гергезетаопз о? 1 Бу Фе {огм 


аол^ -- алл3у -- ах? - азхуз -|- а 
4оез п0оф ехсее4 20, И 4Ъе силе шуагтап оЁ Ъе !огт уап1зВез, 1. е., И 
Л=2а8 — 9аазаз -Ё 27аза, — Т2аазаа-- 27асаз —=0. 


ТЬ1з езбитайой оЁ \е пишьег о{Ё гергезещамопз зеешз {40 Ъе пов \Ъе 
Ъезь роз Ше. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОГТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ$ БЕ 1.0835 


Серия математическая Земе ша{пешайаице 


Б. И. СЕГАЛ 


ПРЕДСТАВЛЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ СУММАМИ СТЕПЕНЕЙ 
МНОГОЧЛЕНА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе рассматривается приближенное представление комплекс- 
ных чисел в виде суммы комплексных степеней значений заданного 
многочлена с действительными коэффициентами. При этом предпола- 
гается, что аргумент многочлена принимает лишь целые положитель- 


ные значения. 


$ 1. В моих работах (Ъ?) я рассматривал задачу приближенного 
представления комплексных чисел суммами степеней целых чисел с за- 
данным комплексным показателем. В связи с этой задачей возникает 
вопрос о возможности такого представления, если за основания сте- 
пеней брать не целые числа, а члены некоторой последовательности. 
В настоящей работе я показываю, что вместо последовательности 
целых чисел можно брать последовательность значений действитель- 
ного многочлена, аргумент которого пробегает значения всех нату- 
ральных чисел, не превосходящих некоторое число. 

Пусть а данное комплексное число, причем а>0, 6+0; 


Е 4 в 
$ (2) = уд” а" ... 1”, где т> =, 1, 11» --- › {т- действительные 


числа, {> 0, х принимает целые значения. Мы будем рассматривать 
представление любого комплексного числа М = М, М» в форме] 


ММ Е У, (® ())° +8, (1) 


ЛЕ 


где #. и №, заключены в определенных границах. 
$ 2. Для сокращения изложения мы будем базироваться на нашей 


работе (2). Но мы заменяем лемму 1, изложенную в $ 2 этой работы, 
другой леммой, так как в связи с такой заменой мы будем иметь 
возможность воспользоваться одним новым и весьма точным результа- 


том И. М. Виноградова, относящимся к оценке тригонометрических 


сумм. 
ЛЕММА. Пусть Ё целое >=3; (= ВАО, ри 4 положительны 
ц зависят только от К; [(2) действительная функция, имеющая, впро- 
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межутке А<т< В, Е--1 производных. Если в этом промежутке 
| (2) знакопостоянна и 


Е В 
‚ р -1 < (2) | = РУ“, |+ (2) |< рб, 


где У положительно и не зависит от х, тогда можно выбрать рь > 0, 
зависящее только от Ё, так, что 


р ети х) 


А<х<В 


< С (ту У,, 


где С положительно и зависит только от ЕЁ. 

Из теоремы 4 работы $. С. уап Чег Согриё’а (3) или из аналогичной 
теоремы того же автора, доказанной в работе (*), мы легко находим 
для ок значение 

= 2". (2) 
Для значений Ё > 14 мы из теоремы 2 работы И. М. Виноградова (5) 
выводим для р» гораздо более точное значение 


ри = (2 (®-1)3 108 2(®-4)) *. (3) 
$ 3. Ниже мы будем пользоваться еще следующими обозначениями: 
п = [та] 2, а’=п—та— 1; (4) 

г— целое число > го, где 

2 2 й р 
то [5 | +1 = 7+3’, Ох <4; (5) 
далее, | 
Е 1 аи< 

А А АА =Х о". (6) 


Пользуясь этими обозначениями, мы можем основной результат настоя- 
щей работы формулировать в виде следующей теоремы: 
ТЕОРЕМА. Для числа Гу представлений № в форме (1), где целые 
числа т, ..., п, удовлетворяют условиям 
О<а<х (=Ь... ‚т, 
а 1 и 1, удовлетворяют условиям 
—А: =й =А,, — А =й, = А, 
мы имеем асимптотическую формулу 
вес ут—2та — За. —а 
1и=ЁХ О(Х °)), 


где Г. превосходит положительное постоянное число, зависящее только 
от а, 6, т, | и г. 

Заметим, что, пользуясь значениями (2) и (3) для р», мы получаем 
из (4) и (5) для г, следующие значения: 


=” --1, если 4 < та < 142, 
Го = [4п (п -- 1} 108 2 (п-- 1)]--1, если та > 42. 
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$ 4. Приступая к доказательству теоремы, введем вспомогательные: 
числа М =М, | М», которые определяются следующим образом: 


М: =М, + 24, (^=0, 1, 2) 
М. = №. + №4, &—=012°.), 
мм 
м, И хет-и— МЛ < М, <, У ЖИМ, 


а 
о —4, если та=2 


и? 1 З ’ та 
1=аз (+=), Го = я 
е о = если 1 < та<2. 


Легко видеть, что числа М лежат внутри круга радиуса Х"“_" с цен- 
тром в точке №. Поэтому для числа Л чисел М мы без труда находим 


и) (1) 


Пользуясь рассуждениями, изложенными в $ 6 нашей работы (2), мы 
получаем для числа представлений [м каждого М в форме (1) следую- 
щее соотношение: 


СЛЕ \ \ Т5'е(—вМ,) е(—2М,) 4л1аль, (8) 
оо 


5= У е (9 (21 608(6 108 У) - 2» 1 ($105 ))). (9) 


0<х<х 


Здесь мы пользуемся следующими обозначениями: 


Ре 5 
аи. 
__ 11 (2=42,) эт (2^4=.) 5115 (21051) 11? (21025) 


225 8-1.5-1 
О 


Т 


ее 


7 ` 
Гого 


уе), ее, = ХВ, Вых (++ 


$ целое число, зависящее только от а, тиги А=А, -{ $6. 


Введем числа 


о 


где 
® 
а’ =’ 2 (& а) _ Яезее = ко 
Е — тиб Й $5 — о ) 5& орк + 2 (& =3, 2 П №); 
2 
и =2“ + -, 8=8(а, 6, т, 1) >09 


ГоРъ 
и, обозначив 


Ф (21, 2.) = ЕТ5'е(— М) е(— 25 М») 42142», 
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разобъем интеграл правой части (8) на следующие: 


Ха Хо 


Нм = \ \ Ф (21, 22) 42: 42, 
во 

Хь Хьх 

Н; = \ \ Ф (21, 22) 42, 42», 
Хуа 0 
Хь-1 Хь 

Н» = \ \ Ф (21, 25) 421 425, й (=. мп) 
0 Хр 
Хь Хь 

= { \ Ф (21, 22) 421 42, | 
Хьл Хьл ) 
со Хь 

Ноа = \ \ Ф (21, 2.) 421 42», 
Хь 0 
5) 55 

Ни = | \ Ф (21, 2) 421 42, 
О 

М — \ \ Ф (21, 22) 451 42%. 
бя 2 


$ 


Если положим еще 


Нь=|Нь|-+|Нь |-+|Нк’| (®=1, ... п 1), 
то из (8) находим 
п-1 
11м— Ны| < УНь-Е |. (10) 
В=1 


$ 5. В дальнейшем нам необходимо будет заниматься оценкой ин- 
тегралов правой части (10). Для этой цели мы будем оценивать для 
определенных значений {, и 2. сумму 5. Оценка этой суммы сводится 
к оценке суммы 


Х е(4(21 003 (6108 у) + 2 1 (6 108 у))), 
9 \Р-+1<х<Р 
где РЬ— положительное число, могущее принимать сколь угодно боль- 
шие значения, а 7 не завясит от Ри > 1. 
Проведение оценки такой суммы связано с изучением в проме- 
жутке 
94 Р+1<х=<Р (11) 
производных функции 


1 (т) = У (21 с03 (6 108 У) - 25 зи (6 108 У)), (12) 
где попрежнему 
у=Ф(2) =" Рая” бе-ф ... т 
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означает данный многочлен. Поэтому мы сейчас займемся нахождением 


общего выражения производной } (52) порядка А для указанного проме- 
жутка. 


Имеем 
7 (2) = зу" яш (ф-- 6108 У), 
где 
, 2=Уйти, ф=аге (а 2). 
Поэтому легко находим 
Г (1) = А, 2у°-Чу’ в (ф,- 6105 9), (13) 
где 


А: =И®-Ь, ф: = ага (25 - 218) + ага (а-- 9). 


Далее имеем 


Г’ (2) = Ал (6у°—3у” соз (ф, + 6105 у) - (@— 1) уу"? в (ф, 6 105 у) + 


у“ 1" за ($. -- 5108 У)), 
или 


Г (2) = 2“? (Сь (2) 08 (ф1 -- 8 108 у) -- К» (2) з\п ($, 6 105 у)), (14) 
где С. (5) и К. (5) — многочлены степени 2т%—2.. Обозначим старшие 
коэффициенты этих многочленов соответственно через 2, и №; тогда 

23 = Ат? = 0 


и в промежутке (11) имеем 


|" (2) = 2279-2 ( Аз соз ($, + 6 105 у) | Аз’ зп (4. +6108 9))-+ О (2Р"°°), 


где Аз и А» — действительные числа, зависящие только от а, 6, т и 1, 
причем А. == 0. Следовательно, 


| (2) = Азлате-е за (95 В 10ё у) О (2Р""—°), (15) 
где 
А. У Аз 45", = Нате (А; -- Ай). 
Третью производную находим дифференцированием равенства (14) 
и получаем 
[”' (2) = 2у°-3 (((а—2) С» (2) у’ - С» (2) у-- 5К» (т) у’) соз ($, 6108 у) 
+ (а—2) К, (фу —56, («у + К (а) у) зп (ф 108 у), 


или 
р'* (2) = 59-3 (Сз (2) с0з ($, | 6 105 у) | Кз (5) зп (Ф.--6 105 1)), 
где С. (1) и К. (1) — многочлены степени 3т®Ш—3. Для старших коэффи- 
циентов этих многочленов #; и №. имеем 
= (а—2) тув, + (2т —2) у. рту, 
Ёз = (а— 2) ту, — бтув» + (2т — 2) 1%», 


&з = ((ат — 2) в» -- фт») т, 
з = (— бтвз - (ат — 2) №») 1. 


или 


5* 
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Но так как 7-Е 0, 5, и К, одновременно не равны нулю (5, + 0) и 
(ат — 2) + Вт? + 0, 
то 2: и Аз одновременно не могут быть равны нулю. Поэтому в про- 


межутке (14) имеем 
[”’ (1) = 2179-8 ( Аз соз ($, + 6108 у) Аз з1п ($, -- 6105 9)) [О (=Р 


Уеж=] г 


тде Аз и Аз одновременно не равны нулю и зависят только от а, 6, т 
и 1. Итак, 
р” (2) = Азахта-3 вт (3 6 105 у) О (2Р"““), 
где 
„2 7/2 и". их 
Аз =И 4: - 43, фз=4,  агв (Аз - Аз). 

Путем повторного применения аналогичных рассуждений мы полу- 

чаем для любого целого А в промежутке (11) 


| (2) = Акзхта-® зап (фь + 6 105 у) + О тЫ (16) 


где Ак зависит только от а, 6, т и | и не равно нулю, а Ф‚ не зави- 


сит от х. 
8 6. Переходим к оценке интегралов правой части (10). Для оценки 


Н, мы будем ‘пользоваться леммой 2, приведенной в $5 нашей ра- 
боты (2). Из (9) и (12) находим 
р 
.5<| У «(+15 (47) 
х=1 


1<х<7 
где 


р 


4^-124+1<х<а^7 


(18) 


1 2—та 


= "Хх ‘прята< о. 


Легко проверить, что 5105 у в каждой сумме 5) при достаточно 
больших значениях Й увеличивается или уменьшается менее чем на л. 
Кроме того ф, не зависит от х. Поэтому, при достаточно больших зна- 
чениях й, производная |’ (5), выражение которой дается равенством (13), 
в каждой сумме 5» меняет знак не более одного раза. Соответственно 
этому вводим число 41, удовлетворяющее условию 


ф- 21089 (9*- 14:2) =1* (1— целое), 1<9<а 


и находим 
9=5,- 5%, (19) 
где 
8, = о ОНО) 


ми Е 
1 -1<к<а^ 14,2 4^—14,2-+1<х<а2 
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Займемся сперва оценкой 5». Имеем 


$ = > е(] (2) № е(/(=)), — (20) 
а^—12-+1<х<9^-14'2 а^—14' 215х544, 


где 
1 


А А 
^ 
И: 
Для второй из этих сумм применяем очевидную оценку и находим 


р е(/(=))| = 


а -—14' Е +1<х<а^- 4,2 


та, 


и ‚ =: Е 
(9: — 91) =2 (4^2) (21) 


Для первой из сумм правой части (20) выражение $, | 6102 у отли- 
чается от [м не меньше чем на величину, имеющую точный порядок 
а 


В самом деле, 
51059 (4^— 1412) —61089 (4^-1912) = 
= 6 1051-Е 6т 105 4*-14.6 0 (4-2) —6 НЕ 


— фт 105 ®-щи О (4-*2-1) = 6т 108 (1 Ед ея =: 
а = (24 Е 


7—1 1 
О (а и, О Ерие пре 
2 (4’2) 
где © (В) при положительном В означает величину, имеющую точный 
порядок ВБ, т. е. 
= 
Р В=<О(В) = РВ, 
и р не зависит от В. 
Воспользовавшись только что доказанным, мы можем легко убе- 
диться в том, что для первой из сумм правой части (20) 


[и 91 Ч), 


или , 
| @)1> 9(# (422) °). 


Путем надлежащего выбора величины & мы можем также достиг- 
нуть того, чтобы для интегралов, входящих в Н!:, было 


| (2)! <-—. 


При этом } (5) для рассматриваемой суммы не меняет знака. Вторая 
производная |" (7), выражение которой дается формулой (15), меняет 
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знак не более одного раза. Поэтому мы можем для оценки первой из 


сумм правой части (20) применить упомянутую лемму *и находим 
1 _та | 
: (22) 


> е(1(2)) <= (4 2) 


а 17 +1<х<а—14' 2 


Из (20), (21) и (22) получаем 
ва и 
С АЕ 


Аналогичную оценку получаем для 5) и из (19) находим 
: та 


52а 207) * 


Воспользовавшись этой оценкой, мы получаем из (17) 


о та 
вы а 
5«2- 2 * У (92) * (23) 
= 
Если та > 2, то отсюда находим 
+ та 
И ы 
или, подставив первое значение Й из (18), 
3 
РА > (24) 
Если та < 2, то из (23) получаем 
а 
а 


или, подставив второе значение Й из (18), 
1 2—та 
(25) 


а 

а 
Воспользовавшись оценками (24) и (25) для 5, можно найти оценку 
для На, если провести вычисления, указанные в $ 9 моей работы (?). 


Получаем р 
ть 
НА (26) 
$ 7. Переходим теперь к рассмотрению интегралов, входящих в Н.. 
Здесь мы будем пользоваться леммой 3, приведенной в $ 5 нашей ра- 


п 
ее), ое, р [Ловь & | +1, 


боты (2). Для суммы 5 мы попрежнему имеем 
р \ 
5=| У) +У15 | 

1<х<7 1 | (27) 
) 


х 


а^—17-1<х<а^7 


с? 
| 


применяем лемму непосредственно; 


* Если (52) не меняет знака, то мы 
если же |” (2) меняет один раз знак, то мы разбиваем сумму на две суммы и при- 


меняем лемму к каждой из них в отдельности. 
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причем здесь мы полагаем 
2. если та > 3, 
(28) 


3 
и ^\® ‚если та < 3. 


Пользуясь формулой (15), мы легко выводим, что в каждой сумме 5) 
имеем 


' (2) = Азаато-2 эта (9, - 108 У) 0 (2 (92)"а-3). 


Здесь ф› не зависит от хи 65]осу увеличивается или уменьшается менее 
чем на т. Поэтому число 49:, удовлетворяющее условиям 
‘ 


ф,-+ 5108$ (4^-19,2) =, 1— целое, 1<9.<4, 


определяется однозначно. Разобъем сумму 5) на две: 


$ =55- 5%, (29) 
5% = С е (1 (2), 

а^—12-1<х<а^-— 14,2 
= № е (1 (2)). 


а^—14, 2-1 х<а^2 


ЁВ каждой из сумм 5) и 5х вторая производная не меняет знака 
Рассмотрим сумму 65). Имеем 


р, 


< 19.14 | > е(/(2)) |, (30) 


У=1 а^—1412-У+1<х<а^-1а,2 


где суммирование в 


5, = У е({(а)) (31) 


распространяется на все х, для которых 


а а 


71 
р [ 10а, (1—1) 1] ми. 


1 та—3 
73 


У=а 3 (4*2) з. (32) 


Легко проверить, что в сумме 5›,, величина $.--61]0о2у отличается 
от м (1— целое) на величину, имеющую точный порядок, 
912: У 
а^2 
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В самом деле, величина {ф,--61о2у при значении х, равном верхнему 
пределу суммы 5). отличается от Ёт на величину 


$.--6108 $ (9^-14.2 — 4? *У) —4.—61089 (49° 14:2) = 
— 510 у вт 1ов (49^-19.2 — 92: °У)- О (94.8 — а "У 
— 6105 у — т 1ов (4*-14.2) + 0 ((9^-14,2) "= 


= ытлов (1 — т) ое ( и). 


Аналогично можно проверить и для нижнего предела суммы 5%,.- 
Поэтому для 5»,, имеем 


чаев =о (1) 


Ро (ев )+о вт 


= 0 (292) У). 
Полагая 
О=а: У, Уи)", 
мы получаем применением леммы 


тар—3 1 


вт 
та (92) ани) в 


(р. —У) 


з 
5) ‚у «< Ч 
Отсюда находим 


а тта — _та-3 1 


У А (ат 5219) 9." 


У=1 
следовательно, из (30) получаем 
е ее АеИ Ро воВе 
(0) 8 9 1 И 
Подставляя сюда значение У из (32), находим 
ы к - =“ 
5. «2 (92) +2 (42) * 


Аналогичную оценку можно получить для 5). Поэтому из (29) полу- 
чаем 
1 та и та—3 


5 «а (42) * 4-2 1 (42) *. 


Суммируя по всем значениям \, мы находим 


та _ тв р в 


У 5 <22* У ее т 4 (33) 
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Если та > 3 мы получаем отсюда 


1 та 1 та—3 


№ —- —— —_ 
> ое 
Х=1 
Воспользовавшись этой оценкой, мы находим из (27) 
На В 8 
«ИХ 2-37 3, 
или, подставляя значение Й из (28), получаем 
ит 
«Хер т. (34) 
Если та < 3, то из (33) получаем 
р о д а 
о 


^Л=1 


`Если воспользоваться этой оценкой и учесть второе значение й 
из (28), то находим из (27) 


1 та 1 3—та 


Е. (35) 


Получив оценки (34) и (35) для 5, мы можем найти оценку для НЬ, 
если провести вычисления, аналогичные изложенным в $$ 10 и 11 на- 
шей работы (?). Имеем 


Е (36) 


8 8. При оценке интегралов, входящих в Нь (&=3,4,...,п), мы 
будем пользоваться леммой, изложенной в $ 2 настоящей работы. 
Пользуясь рассуждениями, аналогичными изложенным в предыдущем 
параграфе, и учитывая значение (16) для производной порядка Ё 
функции { (5), мы без труда выводим, что оценка суммы 5 сводится 
к оценке суммы 5),,, определенной равенством (31). Как и в преды- 
дущем параграфе, мы находим, что в сумме 5),, величина ф,„ -- 6105 у 
отличается от [м (1— целое) на величину, имеющую точный порядок 

п Е 


7 э 


4`2 


‘причем здесь мы для Й и У вместо значений (28) и (32) полагаем 


1 
$ та-в+2 если та > +1, 


= (37) 
1 В-+1—та 


& ЗХ 3 , если та <Е-1, 


- 1 (та-®-1) 


У=2 °(9^2) ° (38) 
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Таким образом для 5)», имеем 


(+1059) =0 (4 =) 


и по формуле (16) 


кю (2) =0 (зад) к 97" чт) +0 (2 (4`2)"°—® а 


=© (2 (4 ет, 
Полагая 
= а | те (2 п Тр. 


` 
мы находим из (16), что в 5),, 


Кано (2) <2(02)" 1 = ур 


ТЦ 


и условия леммы $ 2 выполнены. Поэтому 


5», ‚< м (= (ое (2 и 


Пользуясь этой оценкой для 5),, и значениями (37) и (38) для 
и У, мы таким же путем, как и в $7, находим для 5 следующие 
оценки: 
1 
ыы о ВЫ если та = &-ЁЕ 1, 
1 Е+{1—та 


В, Хх “ , оби па 


Если мы теперь выполним вычисления, аналогичные изложенным 
в &5 12, 13 и 14 нашей работы (2), то найдем 


а м (39) 


$8 9. Для оценки интегралов, входящих в Ни.1, мы пользуемся 
очевидным неравенством 


| 


и проводим такие же вычисления, как в $ 15 нашей работы (2). В ре- 
зультате находим 


но Сы (40) 
С помощью оценок (26), (36), (39) и (40) для Нь (=1,...,п- 1) 
мы получаем из (10) 

1и—Ни < и ое | В |. 


Но оценку для Е мы можем найти, если применим те же рассуждения, 
как ив $ 16 нашей работы (?). Таким образом получим 


“—2та— За 
В<х : 
следовательно, 


Ти +31 Ни < т На оа у (41) 
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В частности, положив \ =р =0, будем иметь 


Тк 2. Нк < НОЕ : (42) 


В неравенстве (44), справедливом для любого М, мы можем заменить Нм 
через Нм, как это показано в $ 17 нашей работы (*). Поэтому 


у = Як < 52. з 


Из последнего неравенства находим 
У 1 АНи< ах’ "№, (43) 


где суммирование распространяется на все числа М, а Л попрежнему 
означает число чисел М и определяется формулой (7). Легко найти, 
что 


У 1 ы=/-Е0(Х" ‘1027 Х), (44) 
где 


т ы) ПИ ово 


а область (А) определяется неравенствами 


(А | Ув" Нм < "тн, 
О<ж<х. 
Здесь и удовлетворяет условиям 
—2И2<ьв<2у2. 
$ 10. Для вычисления интеграла /] вводим подстановку 


Хх 
аеть бе”, 


где ]— положительное число, лежащее между постоянными пределами. 


Получаем 
- 
= (т) р (45) 
где 


== \ р \ И ов ЧИН 


причем область (В) определяется следующим образом 


| | х (К ьучиачаьо| < хо ьь, 
^=1 


Фи 


(В) 
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Первое из неравенств, определяющих (В), можно заменить следующим: 


ау“ виави 


о ОДО, 


или 


Е 
ой о Ре ых 
иены _ ( 1 2 Е |< О(х + 

| 2х ео 17 


Полагая 
Е” 


ханы” — Иа 


мы имеем в виду (6) 
ео [== 1". 
Обозначая еще 
=“ 0(Х-*, (46) 


мы можем последнее неравенство переписать в виде 
т а т 
‹ д 2 
т» Ц“ соз (тЬ 105 +,) —п, ) + о п“ зщ (тб 105 $) —п, ) о 
АЕ = 
и область (В) заменить следующей: 


(В’) | (Уичоов(ть 105 ь)—п, ). т Г и ва (тЬЛор В) ео <" а, 
` О<ь < 


При помощи рассуждений, изложенных в $ 19 нашей работы (2), мы 
выводим, что область (В’) можно заменить следующей: 


7 (1 — №) < У и“ (9 -- тб 108 В) < 1" (1 №5), 


1 
(В) та С ыы 
— Ик < Уь" с0з (Е -- тЬ 109 в) < Е" фо, 
КЁ 
0 < | = ы 
где 
| 53 


Ч = ага (и. + п), и. 


Выбрав теперь надлежащее значение [| в промежутке 


т 
1<=1<=еты>, 


как это указано в $ 20 работы (2), мы выводим, что 


Л =" 12 07, 
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где Р превосходит положительную величину, зависящую только от а, 6, т, 
У иг. Поэтому из (45) получаем 


Реми 
т (1) РИ" 2 
и из (44) находим 
Пл 
У 1ы= (т) РАта 12 03-0 (Х"- 1067" Х). 
Подставим сюда значение (46) для с; тогда 


У 1 = 0 (Х" 10" Х). 


Следовательно, из (43) получаем 
2та—т,,—2 — — —34 
РЕ? та, т ЧЕ АЯ: АХ" 2та—3 ; 


поэтому из (42) находим 


а 
Ту < 3% 1 


Подставив сюда значение Л из (7), мы получаем при помощи простых 
вычислений 


Лех (ОХ “), 


где 
4 —т.,—2а 
РА 


Теорема таким образом доказана. 


Поступило 


Математический институт им. В. А. Стеклова. 
49.11.1939. 


Академия Наук СССР. 
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В. ЗЕбАГ. ВЕРВЕЗЕМТАТТОМ ОЕ СОМРГЕХ МОМВЕК$ ВУ 50МУ 
ОЕ РОУ\УЕВ$ ОЕ РОГУМОМТАГ5 


ЗОММАВУ 
Ге $Ф(2)=1лт--1,2"-1- ... +1ш Ъе а уеп роупопиа], \уВеге 
3 Е 1 
]› 1, ...› {т аге геа] ава 1 > 0; а+ @ а элуеп сошр]ех пашфег, а> >, 


= 0. Ме сопз14ег Ве гергезещайоп о? апу сотр1ех пашфег М = М, + М: 
шт Фе {1огт 


$. 
МЕ М = ыы У ($ (1) +ы, (1) 
^=1 
у\Веге й, ап й, аге Боип4дей ап4 4Ъе х, гай оу оуег ицерегв. 


УМУе шегодасе Ме ГоПоулио депофа 003: п = [та] -Е 2, а’ =п — та—1, 
г 13 ап ищесег > гу, мВеге 


2% 2% р е 
= [7] НЫ = 
-| т. т ЧИ, 
®— | [2(п-- 4) 102 (в) Ил 44. 
Кар ег 
т щЕЙ =” 
ХТ" Ме, а, М Х-". 


7о 
Те ша геза6 о{ 4Ъе ргезепё рарег тау Бе зба{е4 аз о Поз: 


ТНЕОВЕМ. Рог Ше питфег [м 0} тергезетлайотз$ о} Мат 1е югт (1), 
чреге ж, ...; Х, зайзН/ \е соп4топ$ 


ео еда 
апа 1. ап4а №» запз|Ну йе соп4илюопт$ 
— А, = 1: <А!, — Ай. < А: 
фе раое Фе азутрюойса рюттша 
О в 


йеге Г. ехсее4з а розиое сопуат питфег аерепта оу оп а, $; т, { 
ап4 г. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 


ВОГГЕТ1М РЕ ГАСАОРЕМ1Е РЕЗ 5СТЕМСЕ$ ОЕ 1085$ 


Серия математическая Зече ша\НВет а!аие 


Н. В. СМИРНОВ 


ОБ ОДНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ В СХЕМЕ НЕЗАВИСИМЫХ 
ИСПЫТАНИЙ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Пусть произведено п независимых испытаний с постоянной вероят- 
ностью р появления события А (схема Бернулли). В настоящей работе 
исследуется поведение случайных величин Т, (<), дающих для каждого 
значения х (0 < х< п) число появлений события А в испытаниях с номе- 
рами, не превышающими 2. На плоскости (х, у) рассматривается кривая 
у=Т, (1) и устанавливается предельный закон распределения для 
числа выходов этой кривой за пределы полосы, ограниченной кривыми 

ух = Т» (2) +4 Уптри-—р), 
где Т„ (2) = ЕТ, (2), р=Р(А), а} — произвольное постоянное >> 0. 


Пусть р вероятность события А, ть — число появлений события 

в А последовательных независимых испытаниях. Все течение случай- 
ного процесса в первых ПИ опытах мы можем изобразить с помощью 
ступенчатой кривой у= Т, (5), где Т»(х) при данном х выражает число 
появившихся событий в испытаниях с номерами, не превышающими 5; 
таким образом 

Та) =0 при 1, | 

Т» (2) =; если эхх ЕЦ, 

Тв (х)=т, при хелп. 


Если Ах Ё-1 (Е=1,2,. п 1), то 
ЕТ» (5) = Кр; (2) 


кроме того ЕТ, (2) =0 для <1 и ЕТ, (1) =пр при х>п. Кривая 
математического ожидания случайной функции Т,(7) в промежутке 
(0, ®) изобразится ломаной у= Т» (2) со скачками, равными рв каждой 
точке х=1,2,...,п. Рассмотрим полосу 90, ограниченную кривыми 
и =Т» (1) + ХУИпр(1—р), и обозначим через У»„(Х) число выходов 
случайной кривой Т„ (2) за границы этой полосы в промежутке (0, п). 


Очевидно 


(1) 


И» (2) = вв (^) Но (^), (3) 
где о} (^) и в; ().)) обозначают число выходов Т»„(х) через верхнюю 


и нижнюю границу полосы 90. 
В работе автора «О числе перемен знака в последовательностях 


+ 
уклонений» (!) был исследован закон распределения величин %и (\) 


320 Н. В. СМИРНОВ 


и ©) (^) для больших значений п. Предельная теорема, установленная 
в этой работе, утверждала, что для И —> < 


Р {в (^) =#Ипра } > Ф(Ь»), (4) 


где #>0, 9=1—р, 
ей ри, 
ФИ 2 {е (4) 


— 
Аналогичное предложение будет иметь место, как нетрудно видеть, 
и для 0 (^). 
В настоящем исследовании мы рассматриваем закон распределения 
величины И, (^). 
Пусть 
Е (#,^)=Р (У, (1) =1Ипр9) (=0). (5) 


Тогда имеет место следующая 
ТЕОРЕМА. При п—> © 


Е (Ь^) —>Р (Ь\), (6) 
где 


[м-Е (2т-- 1) 2 


) а” с _м+е@т+ьм > 7» 
Е (ё, и а хе — Че" о СО 
р 


В качестве следствия из теоремы отметим следующее предельное 
соотношение: 


Р{зар | Т» (2) — Т» (2) | < ^Ипра} = Е, (0, *) Е (0,%), (7) 
где 


[м-+ (т 1) 2 


24-2 (16 . аи. (7) 
т=1 0 


Метод доказательства основывается на одной лемме, доказанной 
в упомянутой выше работе автора (1). 


Пусть В,Е,,..., Е, — последовательность случайных событий и 


Ролол..0, (1 < <а.... «а. < п) обозначает вероятность положительных 
исходов в испытаниях с номерами 9, 9.,...,@з. Полагая 


У; (®) — № Реала. .а5 (8) 


(1<91<...<а.<пт). 
и 


Е» (1) = Р4ть < в» (п)}, (9) 


где {>0, т„ —число положительных исходов в первых п испытаниях 
и АС положительная функция и, неограниченно возра- 
стающая при и —> ©. Тогда имеет место следующая 
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ЛЕММА 4. Пусть для всякого фиксированного $ и п-> со 


Уз (п) р . 
2»  @=62,...) (10) 
и величины у; удовлетворяют условию 
По у, < А, (11) 
*>с< 


где А— некоторая положительная константа. Тогда последователь- 
ность функций Е» (1) при п—> со сходится к некоторому предельному 
закону Е (1). При этом 


М, = {2 Е (т) =. 81 (12) 
0 


Переходя к доказательству теоремы, заметим, что величина о (^) 
очевидно равна числу точек пересечения ломаной Т,„(7) с кривой 
Ух = Ть (2) —^У пр4, лежащих на вертикальных ступенях последней. 
Величина (^), как нетрудно видеть, может лишь на единицу отли- 
чаться от числа точек пересечения Г„(5) с вертикальными ступенями 


ломаной = ТТ» (2) + ЛУ пра. Таким образом (с несущественной для 
бсльших значений п ошибкой) мы можем интерпретировать величину 
У„(^) как число точек пересечения ломаной Т„(5) с вертикальными 
ступенями. ломаных у). =Т, (2) - ХИ пра, ограничивающих в проме- 
жутке (0,п) полосу %. Если в точке х=А имеет место пересечение 
подобного рода, то выполняются следующие соотношения: 


ТЕ = ТК, Иа } 
ти-1 > (&— р-+Е\У пра, | (13) 
ть = ть: > Кр-Е ЗУ пра, 


где == +1, смотря по тому, рассматривается ли пересечение с верхней 
или нижней границей полосы %. Обозначая через х общее значение 
тк_1 и ть, из (43) легко вывести, что точки пересечения указанного 
вида могут получаться лишь для чисел испытаний А =п. (3), где 


п (в) | “ЕР | +4. (14) 


а 


Пра этом в точке П„ пересечение состоится, если 
Ти, (6) = Ти (е)-1=%. (15) 


Обозначим через Е» событие, заключающееся в появлении точки 
пересечения кривой Т»(7) с вертикальной ступенью границы 9. при 
=. Как было указано, отличную от нуля вероятность будут иметь 
события с номерами п. (з) вида (14), причем событие Е»„,„(‹) равносильно 
осуществлению равенств (15). Положим 


олд... 03 (21, 82, м, 53) == 7. {Ен ти (ва) У Ета) } ) (16) 


Известия АН, Серия математич., № 3 6 
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ГДе $1, 5.,...;5‚— некоторая данная последовательность символов эк, 
принимающих два значения --1, а индексы @1,а,,...,@з удовлетво- 
ряют условиям 
Оз о. (47) 
1 «пы, (1) < по, (38) < ... < Па (в: <п 


Пользуясь (15) и (16), нетрудно получить 


Пелол-наь (81 у ---> 88) = Р { Тиз) == поз ф 1= 0 } = 


= {ти в0-1= т }4 р {Ти (в) -полей-1= 92 — @1 } Ч. 


..Р (Ти вто, 1-1 598 — 4 8—1) 4, (18) 
причем 
К 
Р (ть = У ЗО Т 19 
( 13 \)= 11% —1! .Р'4 ( ) 
Имея в виду применить лемму 1, введем величину 
Уз (=) = — > а о -в.3 (51, а .. +) эз), (20) 
(6162...63) (@1@2.- 
где суммирование распространяется на всевозможные комбинации 
символов з„= +4 (&=1,2,...,5) и системы индексов а», удовлетво 
ряющих условиям (17). Полагая кроме того 
| (п) = пра, (21) 


установим следующее предложение: 
ЛЕММА 2. При п-—> < и фиксированном $=1,2,... 


Уз ка —1[. (^), (22) 
(пРЧ)* 
где 


2 8 
СВЕ. — барные 
РИ | е [к *& ` 
= а УЕ „ал. ...4т, (23) 


(5162..68) (2)? (р) 


и область О) интегрирования определяется неравенствами 


8 
в>0; Ун<1 (1=12,...,3). (23') 
1 


Пусть ч> 0 (ч — у г). Разобьъем сумму (20) на две суммы Ом (1, ^) 


и В»(1,^), причем в сумму О» (1, ^) отнесем те слагаемые (20), у ко- 
торых индексы 91, а.,,...‚ а (кроме (17)) удовлетворяют условиям 


а1 > И, 4—4, > ПЛ, ..., 68 — 981 > П\. (24) 


В сумме же В„»„(л,^) условие (24) нарушается, хотя бы при одном 
К=1,2,...,$ в каждом слагаемом. 
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Как известно, для всех значений А имеет место следующаа оценка 
: < С . 
а а (1=0,1, 2, ....), (25} 
где С — положительная константа. 
Пользуясь (18), (19) и (25), легко получить 


Са 
оон. о, (9 Заре 93) <. (26 
и и. р" 99 
Представим Вх» (7, ^) в виде 
В» В. (6.2.9), (27) 
(Е.Е ...63) 
где Ви (31, 32,...,5.:), при данной комбинации символов $, предста- 
вляет сумму вероятностей паа,.. в, (31, 82,...,53), для которых хотя бы 
при одном А справедливо неравенство 
бк — Чк—1 — п. (28) 
На основании (26) и (14) легко установить неравенство 
$ 
О < Вил (6115, ..-, 8%) < 04° У 6, (29} 
В=1 
где 
й 1 у ‹ 
у — р Е Е (30) 
(В.В, ...Вз) УВ .-- В, 
При этом индексы В; в сумме 5» связаны условиями 
$ 
№>0; Ун<», | 
а (31) 
в, < о т | 
Для суммы 5, имеем 
3 8, = [и] а 4 а а 
2 . 
ив БЕ РР 
ПЕ 4 бо" = 
т=2 
откуда при достаточно большом п следует 
8 


причем константа С. не зависит от п и 1. 
Аналогичную оценку в силу симметрии индексов В; можно получить 
и для 5», при К=2, 3,...,5. 
6 
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Принимая во внимание (29) и (33), получим 


Е. (34) 
(пр4)* 
А Е р 
те ус, (35) 
(пра) 


где константы С; и С. не зависят от п и 1. 


Обращаясь к сумме О (1, ^) и принимая во внимание (24), мы 
прежде всего обычными приемами легко получим следующее выражение: 


№2 (веке)? тр 


и 5,) 2 ао, (36) 
= Се В) е 
Р {Тин ю- По: (е.)-1=Я8- @А— п == Ив, = — - р 
где 
1 
Ао 
Уз. 
‘и в силу (18) найдем 
Па (61; 62, ---› 83) сы 
ы == 
(пра)? 
^2 Гпр (век: ) р 
а ле: в. о ел). а 
= 1+0 (уж) 
3 Е= и то УЕ Е ( ) 
(2*) 2 1 ® (о% ат) 
ПР, пр 


Из условий (47) следует, что максимальное значение индекса а; в сумме 
Ч.» (п, Х) асимптотически равно пр. Принимая во внимание (24), из (37) 
получим 


О; (м, | 
и о >. Г (7; Хз... $5), (38) 

(пра)? чае, +6) 
где 


8 
№21 (ед ер—1)2 
ах 7 х хх ] 


ов 5 
(2*)? (2) и т П (ть — ть) 


2 


4х...4х. (39) 


и область интегрирования (1),) определяется неравенствами 
=, аа 2 (39’) 
Но из (38), (39) и (23) легко получить 


ОА (40) 


(816л...65) 
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Принимая во внимание (35), (38), (40), мы, в силу произвольной 
малости у, приходим к выводу 


Уз (п) 


= -—>18(^) (по), 
(пра)? 
что и доказывает лемму 2. 
Займемся теперь преобразованием интеграла 
8 


—_ 281 ве] 
| р х Хь 


2 


2 
8 1 е 
о и а, 
в (51 в) : | | Е паи (41) 


являющегося членом суммы (23). Интегрируя по х., выделим интеграл 


2 = 
ри “. рые 
1 \ е 3 т 
ии инст — — ПН Е 8 
И $ И=, з 


2 


и 5 
который подстановкой х. = г: (1—2 —... —4._1)  преобразовы- 
8 
вается в 
2 1-2 
а (бо @ Е 
о со > о и (1-х... жа) 
| — 1 м — 2 * —- 3 из. 
И2= з 
у (1 из) 


Последний интеграл может быть представлен в виде двойного 


со 


— и а ОХ 
И? авы | э 
5: 3 
Е 
со 


мы 
хе аь 


0 


(1-м) 2 


и а-х,- ‚8—1 ) ди х 


и после интеграции по и; будем иметь 


со 


[5 — ва | 


1 -\2 
а) 
У! а > 8—1 |. 2 Их... уау= 
у2. Г (=) ы 
! со (8-Х [ев вв—1 |)? 


и ——_ы ыы 2(1-х,—...— 48-1) И а (42) 
и | 
1 = 


(у= ре.” 
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Интегрируя теперь в (41) по 2.1, мы будем иметь дело с инте- 
гралом 


1. жаи № бара)" Еее 
а е 2 Хз: 2(1=х,—...—Х—1) а ет 
И2* ь Ут, 1 (1—1, —... — 2) 
№ а ол 
я РЕ ЕВ. и а-я, . жа) ве 
#5 ты | я г т а (4 
0 


Пользуясь легко проверяемым равенством 
р 3 2) 62 
Не р ((а-и)* | 
2 \ “4 =У2 = з ди, (44) 
0 


ГЫ 


мы приведем интеграл (43) к виду 


со 


-$ [63— в8—1|^ и 
е = Хх... а ау ея 


5 Ме ев 1| 


УЕ-х,-...-5. 
х — 4 а [аа ва | вв вв 1) 
е 2 1—х,—...— Ха 
= \ Ее АЕ 
И! —2—... — Жо 
8 
(= о Аь вые и 
ИУ—в—... ща ИУ!—=, об 6 


После этих операций интеграл (41) можно переписать так: 


1 1-х, 
у \ И + 


ыы С ) Уз о 


Ть (91; $2...) 8) = 


х ба 
1—х,-... — Хз х + +5 ] со 
е 
... \ 5:5 \ т, ав `.. 
5 Изяь.. - Ява (1—2 —...-— а $ 
© _ 1 (15-е вв | Е ев вз_|)* 
я е 2 1-—х:-... Ха 


4:1. 


8 


Продолжая оперировать тем же приемом, мы приведем его к виду 


-<о со 


а > г ура ан о 


а 
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со Ге (-ЕМ ея вз_1 [+ ее [-+...+Ав,—в,|-+^)8 
... \ ане } 3 == 


8 
4 „ Фа х [ек—ед_1|)? 
2 = (#1 — 6,2 
— == 7 2 ке 5 
У? ( 3 44 \ е (8—2) ан 
0 3 
8 
(ых У] вк 
2 


— со 
2 1 81 
= и - 2 = 
У- ($—1)! | п ай 
5 
— (© _ иетх 
= Ее я из аи, 


(х [в — вк |= 2). 


Таким образом 


Зи | — нет 
е 


= З из и, 45) 


1. (э1, 52, .. .; 9) = 


тде т обозначает число перемен знака в последовательности 
$1, 52, ...; 5 (вк = 1). 


Так как т перемен знака могут осуществиться.2С:.1 способами, то, 
принимая во внимание (23) и (45), мы получим 


я со 8—1 — [и-+ (@т-1)»]8 
10)=2И 21 ое К: (46) 
0 0 
Теперь нетрудно убедиться; что выражение 
И 51 _ инет 
#11.) =2И 2 шв Усе № (47) 
0 0 


представляет момент 5-го порядка закона распределения РЁ (&, ^) (6). 
В самом деле, обозначая этот момент через М., мы имеем 


М, Ре 2у 23 У ть @8 
0 т=0 
где 
со д" © _ [и- (2т-+1)*]2. 
Чтз = ( т рт ( е р ди. (49) 
0 


Интегрируя в (49) по частям, мы легко получим при т > $ —1 


4тз = 0 
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и при т<$;—1 
со — (1+ (@т-Е1)»)* 
дя (—1)" РО ве №4. (50) 


®.— 


Из (47), (48), (49), (50) следует 
М: =! 0). (51) 


Нетрудно убедиться, что все условия для применимости леммы 1 
соблюдены. Из лемм 1, 2 и равенства (54) следует предельное соотно- 
шение (6). 

Заметим, что следствие, выражаемое (7), является частным случаем 


общей теоремы, доказанной А. Н. Колмогоровым о суммах случайных 
величин (?). 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
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М. ЗМВМОЕЕ. $0В ОМ ТИКОВЁМЕ ММТЕ ОАМ$ ОМ $СНЁМЕ 
О›ЁРВЕОУЕ$ 1МОЕРЕХОАМТЕ$ 


ВЕЗОМЕ 


501% роиг сБадие уа]еиг 4е х (0<х=<п) Т, (2) 1е пошьте 4е {01° 
Ча’ип вубпешепь А а Пеи Ч4апз ип зузбёше 4’6ргецуез шаёрепдапфез 
доп 1ез ш410ез пе заграззеть раз х, Р(А) = рп, Г» (1) = ЕТ» (2) 4е зоме 
дче Т» (2) =р (К << +1). О6етопз раг У, (^) 1е пошьте 4е 1013 
фае 1а соптЬе Т„(х) зогё 4е 1а Бапае 90 Богове раг 1ез сомгЪез 
ух = Ти (2) ^Упр(1— р) Фапз |'пцегуаПе (0, п). 

Те \№вогёте Пшце эиуапб а Пеп: 

ТНЕОВЁМЕ. Роиг п-> © опа 


Р{У» (^) < /Ипр(1—р)} > Е(ь\), 
— [и-+@т-1)»]2 


Е(Ь^)=1— ри У а у а: 


а" 
1 


т! 
т=о 
(#> 0). 


Соште сопзбаиепсе 4е се {Т6огёте оп оъйет 


Р\ зар |7» (®) — Т» (2) | <ХУйр И Р)} = Р4У, 0) =0} — (0,1). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОБГЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ БЕ 1/0 835 


Серия математическая 5$еме ша 6тайдие 


П. Я. ПОЛУБАРИНОВА-КОЧИНА 


ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ К НЕКОТОРЫМ ЗАДАЧАМ 0 ДВИЖЕНИИ 
ГРУНТОВЫХ ВОД (СЛУЧАЙ ТРЕХ 0С0БЫХ ТОЧЕК) 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


В статье излагается в общем виде метод, с помощью которого 
автором уже было решено несколько задач из теории движения грун- 
товых вод. При этом упрощается способ вычисления показателей. 

В настоящей статье мы занимаемся решением такой задачи. Даны 
три точки на вещественной ози плоскости комплексного переменного # 
Требуется найти две функции 7 и ЕЁ комплексного переменного &, ана- 
литические в верхней полуплоскости { и регулярные в ней всюду 
за исключением трех данных точек вещественной оси, где эти функции 
имеют регулярные особенности, причем в каждом из трех промежутков 
вещественной оси, на которые она делится данными точками, Ди ЕР 
подчинены двум условиям вида: линейная комбинация с постоянными 
коэффициентами этих двух функций имеет вещественное значение в этом 
промежутке. При этом мы ограничиваемся рассмотрением того случая, 
когда условия на трех отрезках плоскости { дают три пересекающиеся 


Е 
окружности на плоскости =. 


В последнем параграфе мы иллюстрируем задачу примером из обла- 
сти движения грунтовых вод. 


$1 
Рассмотрим следующую задачу. 
На плоскости комплексного переменного # даны три точки А\, 4, Аз, 
в которых соответственно #=а1, &=4а5, {=а;, где а1, а», аз — веществен- 
ные числа (в дальнейшем будем считать а, = 0, а, =1, аз = со). Требуется 
найти две функции 7 и ГР, удовлетворяющие на отрезках вещественной 
оси соотношениям: 
на отрезке А.А,  Г(АЙ-ИЕР)=0, Г(тб-+ т Е) =0; 
» АА, ГЙ-ЬЕ)=0, Г(т.й-+тп.Е)=0; | (1) 
» А.А Г(№б-+ЬЕ)=0, Г(тзй-пзЕ)=0 } 
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(1(2) означает мнимую часть 2). При этом А+, [, ть, п: должны удовлет- 
ворять условию 

ея и |0, 51,2, 3. (2) 
Функции 7 и Ё являются аналитическими функциями в верхней полу- 
плоскости, имеют А!, А., Аз регулярными особыми точками и стремятся 
к определенному пределу, непрерывному вдоль отрезка, при прибли- 
жении к любой точке вещественной оси каждого из отрезков. 

Отметим прежде всего, что условиям (41) можно дать некоторую 
геометрическую иллюстрацию. Возьмем условия хотя бы на отрезке Аз А;. 
Из них вытекает уравнение 

м -иб и) = го, (3) 


ти + п16 


о. 


Уравнение (3) есть уравнение окружности и притом вещественной (1). 
Последнее вытекает из того, что линейное преобразование 
се г 
та + пе 
переводит уравнение (3) в уравнение вещественной оси плоскости (,: 
Т(&) = 


Уравнение (3) может быть переписано так: 
(п. — 11а) К (т, — №ап,) С- (п, —1т) < + вт, — вт: =0 


(‹ 3 ее ии) 
1т; — пп, [т — [п 


т (Кап Е 1т,) (ть Е ап) = (Кута Е т) (та — 1п,) 


или 


(т = п, } 


откуда следует, что радиус окружности определяется формулой 


Е тит, + Ктп, — Ш „тат, — АИ 


(п; — п)? 

В нашей статье (*) мы показали, что функции Й и ЕЁ могут быть 
продолжены в нижнюю полуплоскость $, и что при положительном 
обходе вокруг каждой из особых точек А,, А,, Аз эти функции испы- 
тывают линейную подотановку определенного вида. А именно, если 
обозначить через 2* и Р* те значения, в которые переходят Ди Е 
после обхода вокруг точки #=0, то будем иметь 


ИЖ (ть = т», (Кат = тай) гы (быть — №ьть,) (т: НЕ па) РА \ 
(Ки, — 1т)) (Кьпь — Ьт») 
+ (1пз — п.) (Кп, — та.) + (м, — ты) (п, Е п.) Е 
> ( _ (Кит = ит) (Кп, — Ьт») . ` (4) 
Е* = (Км — ть) (Ката — Юта.) + (К.т» = ат) (п п — т, тай). Я ТАМ 


(Кп, — Ат) (Кьть г т, 
Е (15т, — Па 1,) (Ката —*, ата) + (Кул, т ты) (т: — пу ,) Е 
(К, — Ат„) (Кьть ЗС 1т,) | } 
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Для того чтобы упростить соотношения (4), заменим функции Ди Е 
их линейными комбинациями, положив 
д =АЙ-ЬЕ, 
РГ. =т.й - пЕ. 
Тогда на отрезке А, А, будем иметь 
1(21) =0, Г(Е!) =0. 


На отрезках 4.4, и А.А. будем иметь для 7, и Е, условия того же 
вида, что и для й и Р, но с другими коэффициентами. Если мы смо- 
жем найти функции й, и Г., то найдем и 7 и ГР. Поэтому, несколько 
меняя обозначения, будем считать, что нам даны условия: 


на отрезке 4.4, Т1(АЁ-1Р)=0, Г(тё-пЕ) = 0; 
у АА 110) =0, В (5) 
У А, А; Г(юй-1Е)=0, Г (той -+ тЕ) = 0. 


Тогда вместо уравнений (4) получим 


ре = (6) 


Характеристическое уравнение около точки {=0 имеет вид 


т — п } т 
и, (1) 
Ет — Кт п — т х 
Ки — пи пт _ 
или 
(п — т) №2 — (Ев — т-Е п —тр + 8 — т=0. (8) 


Предположим, что мы нашли корни этого уравнения ), и \,. Тогда 
числа р ЕЙ 
__ 108 1 они 05 ^5 } 
Ол; 2, ® ПТОяр› (9) 


определенные пока с точностью до целых слагаемых, будут показате- 
лями двух функций 0 и У, имеющих вид 


= (а -Наё-...), (10) 
о, 


Для упрощения рассуждений мы ограничиваемся лишь случаем, когда 
разность &’— не есть целое число. 

Функции 0 и ГИ представляют систему канонических фундаменталь- 
ных решений линейного уравнения второго порядка; ри Е являются 
линейными комбинациями этих функций: 

= АП - ВТ, 
Е=С0-- У, 


где А, В, С, р— произвольные постоянные, подлежащие о пределению 


(11) 
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Прежде всего выясним вопрос, в каком случае © и &' будут веще- 
ственными числами. Если окружности вида (3), соответствующие отрез- 
кам А.А, и А,А,, пересекаются, то угол между ними равен разности 
показателей хо — а’, и следовательно в случае пересечения окружностей 
о— а’ должно быть вещественным. Тогда отношение корней определяю- 
щего уравнения 


йй — е2"1 (в—а') 


должно быть по модулю равным единице. Но уравнение (8) имеет вид 
а)? — А -а=0, 
где Ь вещественно, а и а комплексные сопряженные числа, откуда 


Л БИ в — даа 


о 2а ? 


и следовательно 


и Ув — ца 


ль Ь — Ив — даа 


Для того чтобы й —=1, необходимо и достаточно выполнение условия 
2 
52 —4аа < 0 
или 
(п -- Е® — п — т) — 4 (Ки — т) (Е®— т) < 0. (12) 


Это условие совпадает с условием, что окружности 


т) =0 210 =0 


пересекаются. Действительно, в последнем случае мы имеем, что коорди- 
наты точек пересечения являются корнями уравнения 


аи кп п — т А — т в. 
т— т т— п 
а эти корни вещественны при условии 
(т — кп т— т} — 4 (Ет— вт) (п— Ш) <0. (13) 


Нетрудно убедиться в тождественности условий (12) и (13). 


Далее, легко видеть, что из вещественности разности © — &’ вытекает 
вещественность % и а’. Это следует из того, что произведение корней 


а 
№ =- по модулю всегда равно единице. Мы будем предполагать 
в дальнейшем, что показатели около каждой из особых точек Д., А,, Аз 
вещественны. 


Для вычисления коэффициентов А, В, С, р в конкретной задаче 
можно обратиться к рассмотрению того треугольника на плоскости 
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комплексного переменного &, который соответствует данной задаче, 
А именно, по формулам (11) имеем: 

г— 56 РУ 
о < 
Подставим в правую часть этого уравнения последовательно & = 0, 4, со, 
а в левую — координаты соответствующих вершин треугольника: (=, 
(1, (>; получим три уравнения, из которых сможем определить отно- 
шения трех из чисел А, В, С,О к четвертому, после чего следует про- 
верить выполнимость условий на отрезках. Однако, при решении ряда 
задач нет надобности в построении треугольника. Кроме того, так как 
излагаемый метод распространяется на любое число особых точек, когда 
вместо треугольника получается многоугольник, построение этого много- 
угольника может оказаться затруднительным. Поэтому я излагаю здесь 
способ определения постоянных, основанный на непосредственном рас- 
смотрении условий на отрезках. 

Обращаясь к такому решению нашей задачи, заметим прежде всего, 
что числа А, В, С, Р в формулах (11) вещественны, так как, по условию, 
ди Е сохраняют вещественные значения в промежутке (0, 1), и с дру- 
гой стороны, коэффициенты рядов (10) также вещественны при 0< {< 1. 

Для нахождения величин А, В, С, О (они могут быть определены 
лишь с точностью до постоянного множителя) подставим выражения (11) 
в формулы (6). Получим 


| Е: п — пи т— т № 
2* = Ки — т АЕ Е и. 0+ (= РР Ап — т р) 7, (4) 


ие ии ЕВ И р). 


п 


: “кт, — кт 
И а 


Кп — т 


С другой стороны, очевидно, что при обходе в положительном напра- 
влении вокруг особой точки { =0 функции 0 иТ приобретают соответ- 
ственно множители ее?” и е?^®'. Поэтому для 2* и Р* имеем другие 
выражения, получаемые из формул (11): 


7* = Ае?та [] - Вет" И, (45 
Е* — Се?тя® [7 + Дет у. 


Сравнивая формулы (14) и (15), получаем для А и С систему уравнений 


т — п — о) А та т— т Со 


кп — Ш з — т (16) 
Кт — кт о Я а 
И Е те 


Эти уравнения совместны, так как определитель системы тождественно 
равен нулю, ибо е?“ есть корень уравнения (7). Поэтому из (16) 


найдем =. Так как для Ви) мы имеем ту же систему уравнений 
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р 
(16), где х заменено на ©’, то сможем найти отношение —-. А именно, 


В 
полагая 
С р 
РАНЫ рае У, (17} 
получим * 
_ тип — п е® о _ кт — кт 
и т— т п — т (Кп— т) е® (18) 
ны п — тр — (Кп— т) Ней г кт — кт 
с т— т Кп— тр — (Кп— т) "Я ? 


(так как, по условию, а’ — не целое, то |» = у). Теперь можем написать. 


2— АЙ ВУ, 
и: в 


$3 
Нам остается еще определить отношение коэффициентов А и В. 
Для того чтобы показать возможность этого определения, мы подвергнем 
условия на отрезках дальнейшим преобразованиям, заменяя функции 
би Е другими функциями, а именно: 
1. Умножая первое из уравнений (19) один раз на у, другой раз 
на № и вычитая из него второе из уравнений (19), получим 


вовы ми | (о) 
Так как ь и у вещественны, то, полагая 
у7— Е = 11, ьй—Е=ЁЕ|, (241} 
получим, что для 0<:<1 
Г) = (8) =0, (22) 


т. е. условия на отрезке (0,1) остаются прежними. Теперь 7, и Ё, 
оказываются просто пропорциональными О и Г: 
ва! ОГ В: = В’У. (23}; 
где 
А’=(У—в А, В’ = (&-—»)В. (24) 


Так как при #<0, О и принимают соответственно вид ©” 0’, 
"1" У’, тде ПИ’и У’ вещественны при #< 0, то для , и Р, при ё < 0 
имеем такие условия: 


1(2, е-") =0, 1(Е, ем) =0. (25) 


* Если в (8) подставить А = 2" и умножить его на е`?"®, то получим тожде-. 
ство: 


(Кл — (т) 748 — (п — та + Ко — т) + (в — т) е- 298 — 0. 


Отсюда для в получаем другое выражение, сопряженное с первым из написанных 
в формулах (18), а это означает, что в (а также и у) вещественны. 
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2. Для получения последнего возможного упрощения условий при 
1 <0 заменим функции 2, и Г, новыми функциями 2. и Ё, с помощью 
равенств: 
А =# (1—1 0,, 
Е, = (1—3 }8Е.. 


Функции й, и ГР, принадлежат показателям 0 и 9’—а около #=0, 
и показателям 0 и В’—В около #=1. Будем считать, для упрощения 
письма, что эти показатели суть соответственно (а«,0) и (8,0). Тогда 
вместо условий (25) для функций 2, и РЁ, будем иметь 


КЕ) =0, (2 е-“®)=0 при 1—0: (26) 
Условия (22) сохраняются: 
ИА) = ЕЕ) = О при < ва. (27) 


Теперь функции 2, и Е, выбраны нами так, что условия на отрез- 
ках А.А, и А.А, можно считать приведенными к каноническому виду. 

3. Предположим теперь, что для {, и Р, условия на третьем отрезке, 
+ > 1, имеют вид 


ЦК2,-+ЕЕ)=0, (М+М) =, (28) 


где К, [,, М, №М— комплексные числа, удовлетворяющие условию 


+0 (29) 


(при выполнении условий (2) условие (29) имеет место). Мы не можем 
больше менять функции 7, и Р, без того, чтобы не изменились (26) 
и (27). Воспользуемся теперь тем, что уравнения (28) можно умножать 
на вещественные числа и составлять из них линейные комбинации. 
Например из (28) вытекает, что 


П(ак-+-ьм) 2, (арг -+ЬМ№) Е] =0 (30) 


при любых вещественных а и 6. Полагая 
К= А’ а", Г=И-И”, М=т-ат”, М=п’-и, 
имеем 


аК--ЬМ =а’- фт’ в (аК" - вт"), (84) 
аг-- 6М =аГ + 5’ -Е 8 (а + 6). 


Прежде чем перейти к подбору а и 6, отметим условия, которые нала- 
гает на коэффициенты К, Г, М, № требование, что характеристическое 
уравнение около { = 1 имеет корни 1 и е?"в. Это характеристическое урав- 
нение имеет вид, аналогичный (8), с той разницей, что черта (знак с0- 


пряжения) будет стоять на других буквах: 


(КИ—1ТМ)^*— (КМ КМ МЕ МГ) А+ КМ-ГМ =0. 
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Условия, что ^=1 и ^ =?" суть корни, дают 


== —5 ЕЕ 


а - в ЕЕ (32) 
— 


Первое из равенств (32) равносильно такому: 


„ " 
ет, (32/) 
что дает возможность уничтожить мнимые части в равенствах (34). 
Действительно, 1) если ни одно из чисел К", [", т”, п” не равно нулю, 
то можно выбрать а и 6 так, чтобы ак" фт" =0, а $" =0; 2) если 
К" =0, т’ = 0, то [=0 и первое из уравнений (28) уже имеет веще- 
ственные коэффициенты; 3) если А” -Е 0, т’=0, то п” =0 и второе 
из уравнений (28) имеет вещественные коэффициенты. 

Таким образом всегда можно получить одно из условий с веще- 
ственными коэффициентами. Будем поэтому считать, что К и Г уже 
вещественны. Хоть одно из них должно быть отлично от нуля. Поло- 
жим сначала К +0. Тогда, обозначив 


Т 
а, 


причем Р вещественно, приведем одно из условий (28) к виду 
1(2. Е РЕ.) =0 три > 1. (33) 


Присоединим к этому уравнению одно из уравнений (28), например 
второе: 


Г(М2.- №Е.)=0 при #>1. (34) 
Характеристическое уравнение для (33) и (34) имеет вид 
(М—РМ) ^*—(М+№М—МР—МР)А+М-РМ=0. 
При ^=1 получаем тождество. Составляя произведение корней, имеем: 


ый 
И РМ’ 
что можно переписать так: 


03 мВ пл п’ — Ри’ + 1(п” — Рт”) Ё 
с08 В — 1518 п’— Рт’—1(п” — Рт/) ? 


п” и т” не могут одновременно равняться нулю, так как, по нашему 
условию, В не есть целое число. Предположим для определенности, 
что т” -- 0 и перепишем уравнения (33) и (34) в виде: 


1(2, + РЕ.) =0, (33) 
Г (т т”) 2, (и -т)Е =0. (34’) 
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Если т’ -Е 0, то умножим первое уравнение на т’ и вычтем из второго. 
Тогда коэффициент при 2, будет чисто мнимым, и, после разделения 
на т”, новое условие можно представить в виде 


1 (12, + ОЕ.) =0, (35) 


где 9=0’-- 10”, вообще говоря, комплексное. Если т’=0, то (34’) 
легко приводится к виду (35). 

Если т”=0, то п” +0, и при Р-О можно сделать так, чтобы 
при РЕ, коэффициент стал равным 5. 

Если, при т”=0, Р=0, то 


е?т8 — м 


и можно нормировать М и М так, чтобы №М=п’ -- и! = е®8 и соотно- 
шения (34’) и (33) можно переписать в виде 


Г(т’2,- е®8Е,) =0, (36) 
1 (0,)=0. 
Возвращаясь к (25) и (27), которые можно было бы уже считать про- 


стейшими уравнениями, проделаем последнее преобразование, умножив 
(33) на созлВ, (35) на зтлВ и сложив их; получим: 


Т [ев 7, -- (Р с03 кВ —- 0’ 81 тв -- 50” 81 тв) Е.] = 0. (37) 
Но Р, О’и @” связаны с В определенным соотношением, вытекающим 
из второго равенства (24), где К=1, Г=Р, М=ь, М=9; 
е2таВ — И Я 


ОР О ОВ 


Из него вытекает, что 
е?тйВ —1 +4 ОТЕЕВ 


ЕР] о’ 


{2 В = 
и далее 
©’ з1п лВ = ((0” — Р) соз яв. 
Вследствие этого равенство (37) можно переписать в виде 


Ге” (2, -- 9"Е+)] =0, (38) 


где О” вещественно. 
Уравнения (38) и (33), которое мы здесь перепишем, 


1 (2.5 РА.) = 0, 


представляют каноническую форму условий на отрезках. При и’ = 
—Р=0 эти уравнения заменяются уравнениями (28). 

Вернемся теперь к случаю К=0. Нетрудно видеть, что здесь 
получим или Г(Р,)=1(М2, |+ Е,)=0 или (Е) = (М7. )=9} тде 
М — комплексное. 


Известия АН, Серия математич., № 3 7 
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Таким образом, условия (1) на трех отрезках вещественной оси, 
при выполнении соотношения (2) и в случае, когда все показатели &, а’, 
8,3’, 1, {’ вещественны, и а’ —я, В’ —В, |’—1-=0, с помощью замены 
функций и Г функциями 2, и Г, можно привести к одной из трех 
форм: 

Г. на отрезке А.А, 1(2,е-"“) =Т(Е.) =0, 

» у АА. 10.) = (Е) =0, 
,: .) А.А 1(2. -- РЕ») = 1 [е"® (2, 9Е,)] =0, 


где Ри О вещественны; 


ПП. на отрезках А.А., А.А, имеют место те же условия, на А.А, 
условие 1(7.) =1(М2,- е"8 Е,) =0, где М вещественно; 

ПТ. на отрезке А, А, Г(Р.,) =1 (М2. + МЕ.) =0, М — комплексное, 
М№ — вещественное. 

Эти канонические формы допускают следующую геометрическую 
интерпретацию: три пересекающиеся окружности с углами, отличными 
от нуля, с помощью дробно-линейного преобразования могут быть пре- 
вращены в треугольник, две стороны которого прямолинейны (одна 
из них совпадает с осью ОХ), а третья представляет окружность. В даль- 
нейшем мы оставляем случай прямолинейного треугольника в стороне 
по той причине, что в этом случае решение задачи упрощается: оно 
получается в квадратурах, не содержащих гипергеометрических функций 
под знаком интегралов. Действительно, углы треугольника суть па, п8, 


®(7—1’), их сумма должна равняться т, т. е. а Ву’ =1. 
Но по уравнению Фукса 


«ВТУ =1, 


откуда \]’=0, и гипергеометрическое уравнение принимает вид непол- 
ного уравнения: 


У- (НЕЕ =0. 


Если мы найдем функции 2, и Р,, то по ним сможем найти 71 и Р,, 
а затем Пи Р. 


Остается показать возможность отыскания отношения А’к ДВ’. 


$3 


Вернемся теперь к уравнениям (23), причем будем рассматривать 
вместо Й и Г функции Й, и К., и следовательно будем считать, что П0 
и У принадлежат показателям 0 и &. Допустим, что на основании 
некоторых дополнительных данных мы определили & однозначно (что 
должно иметь место в физических задачах). 


Если мы знаем показатели (0,8) около #=4 и (1,]’) около 
{= со, то 


ит =1 
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(если это соотношение Фукса не выполняется, то все три особые точки 
не могут быть регулярными, т. е. ряды около особых точек содержат 
ряд Лорана). 

2. и Г, суть линейные комбинации фундаментальных решений 
гипергеометрического уравнения 


ТУ 
—1) 


у” — 0. 


Его линейно независимые интегралы около {=0 были нами обозна- 
чены через 0 и У. Положим, что около {=1 имеем систему реше- 
ний: 

=(1—1)8 (ща. #—®-...), 

= 6-6, (1—1) 6. (1—1) --.. 
Тогда с помощью промежуточной подстановки мы можем перейти 
ОВО, ТВ, И 

ИЕЗУИТ 


Здесь р,4,г,$— вещественны, так как для 0<1<1 П,У,0,,Г, 
вещественны. Для 7, и РЕ. получим, полагая 


и СЕ 
и подставляя сюда (39): 

2, = А’рО:- А’4У!1, 

Е, = В’тО- В’$И:. 


При переходе с отрезка А, А, на отрезок А,Аз мы обойдем точку #=1 
по полуокружности, лежащей в верхней полуплоскости. При этом У, 
будет оставаться вещественным; ОЙ, можно представить в виде 


0, 87 01, 
где (С” вещественно (так как при #>1 (1—18=е-"8 (1—1)8). Поэтому 
при # > 1 будем иметь 
7. = А’ре-"8 01+ А’ЧУ,, 
В. = В'тегт ОЕ ВУ.. 
Умножим первое из этих уравнений на В’’, второе на А’р и вычтем 
получим 


(40 


В’т7, — А’рЕ, = А’В’ (47 — р$) И'1. 
Если существуют отличные от нуля значения А’и В’, то отсюда выте- 
кает, что / (В’г7, — А’рЁ.)=0, или, при 


А’р е 

ыы = 
* Можно показать, что г и з отличны от нуля; если окружность, являющаяся 

границей треугольника, не проходит через начало координат или не вырождается 

в прямую. 


7* 
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И(ЗроЕ.) 0. (42) 


С и 
Аналогично, умножая первое из уравнений (40) на В’5, второе 
на А’4, вычитая и умножая на ©", получим 


Ге" (2, «Ё›)] =0, (43) 
где 
са (44) 


/ 


А 
Уравнения (44) и (44), рассматриваемые как уравнения для т», 


должны быть совместными, для чего необходимо выполнение равенства 
а, (45) 


Очевидно, что уравнения (42) и (43) совпадают с последними из урав- 
нений случая Т ($ 2), причем в=Р, <=0. 

Случай П соответствует 5 =0. Ради краткости мы его рассматри- 
вать не будем. 

Чтобы показать, что равенство (45) всегда имеет место, напишем, 

5 г яр б 

с одной стороны, выражение для т с другой стороны, найдем —. 
Из теории гипергеометрического уравнения известно, что если пока- 
затели около особых точек {=0, 1, со суть соответственно (я, ©’), 


(В, В’) (т), то* 
р _ зшп{(а -- В+ 1) зат (а ВТ’) 
4 пт (а ЕР +Т) мт (а Е ВТ) 
При а’ =8В’=0 имеем 
р вп (а т) зат (ВЕТ) 
7 2 ап п]: мл 7 


(46) 
Чтобы найти >. в функдии от показателей, составим определяющее 
уравнение около {= со. Беря обозначения равенства (1), имеем 

К > 1, о) 

пы = 68, п: — 1298, 

а 

то и 0, по — Ч. 
Ниже в формуле (51) мы имеем сравнительно простую форму харак- 
‘теристического уравнения. Воспользовавшись ею, получим 

^2 (<— с) ет? (а В) — )\ [< (ет («—В) ей 6] чб (ет В) | 
+ 2-1 ©+8))] -| (— в) е-® @+® = 0. (47) 


Корни уравнения. (47) должны быть равными е?“ и ей’. 
По свойству корней квадратного уравнения имеем 


етН 4 ети — 2 [< созт (а — В) — осозт (а + В) е-" (@+8) 


т — С 2 


Роба, рае 4’апа1узе, %. ПТ, 1896, р. 298. 
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или, на основании соотношения Фукса, 


2 с03 п (а — В) —осозт (а + В) 


сов * (1—1) = 


7 


откуда 


3 _ 608т (1—1/) — с0зт (а — В) (48) 


с сот (1—1) — с05л (+В) ° 


Выражение, стоящее в правой части (48), как нетрудно убедиться, 
совпадает с выражением (46). 

Итак, отношение А’к В’ мы можем найти. Решение для Ди Е 
будет содержать произвольный множитель. Этот множитель в конкрет- 
ной задаче должен определяться из дополнительного условия. Так, 
в задаче о грунтовых водах мы должны иметь заданную длину в области 
движения. 


$4 


В заключение приведем другой вывод характеристического уравнения, 
который дает достаточно простой вид этого уравнения при самых общих 
выражениях условий (2), в то время как характеристическое уравнение, 
составленное по уравнениям (4), имеет очень громоздкий вид*. Выпи- 
шем условие (1) для двух смежных отрезков, например А. А, и А, А»: 


на отрезке А.А, Г(ЕИ-ЫЕ)=1 (тб -+ пт: Е) =0, 
у » АА, Г(ВЁ-ЫЬЕ)=Г(тьб-+ п.Р) =0. 
Положим, что в промежутке (0,1) функции 7 и ЕЁ имеют вид 
= АПО-ВУ, ЕР=сСИ- БТ, 
где 0 и /— канонические фундаментальные решения уравнения класса 
Фукса 
И = (а аё- ЙЕ 
= (и ЬЕ- ...) 
(х’— не есть целое число). Если все показатели уравнения вещест- 
венны (что`мы считаем выполненным в нашей задаче), то коэффициенты 
рядов для О и У вещественны. Числа А, В, С, будут теперь ком- 
плексными. Первое из условий на отрезке А, А, можем написать так: 


ЦЫЙ-ЬЕ) ЕТ АЧЬС О-В) = 
=О1Г(А-ЧЬС)УГ(АВ-+Ь)=0. 


Так как О и линейно независимы, то коэффициенты при них должны 
равняться нулю: 


КЪАЧЬС)=0, ЦВ) =0. 


* Зато для вывода подстановки (4) не требовалось предположения о веществен- 
ности аи а. 
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Таким же образом находим еще два уравнения: 
[(т.А-п.С)=0, Г(т.В-+ п.о) =0. 


Перейдем теперь на отрезок А.А:, совершив обход около точки # = 0 
по полуокружности в верхней полуплоскости. Если на отрезке (0, 1) 
будем считать аго{=0, то в промежутке (— со, 0) аб {=л, а потому 
при #<0 
а то. 
миа, 


ЕЕ. Е 


Если для < 0 положить 
ео И, 


то П’и ТУ’ будут вещественны при < 0. Поэтому на отрезке А. А, 
имеем: 
ЦЫЙ-ЫЕ) = ИАС) 0+ (&В-+Ьр)У] = 
=1[(А-ЕИС) е" 0’ (Е В- 110) е"У’] =0, 


откуда следуют равенства 
(БАНЬ) =0, ТВ) ет] =0. 
Аналогично 
1 [(7ы А -|- п1С) 28| — 0, 1 [(".В —- п:0) ее — 0. 


Полученные восемь уравнений для А,В,С,О распадаются на две 
группы, в одну из которых входят Аи С, в другую — В и О. Пере- 
пишем эти уравнения, вводя сопряженные комплексные числа (так, А 
сопряженное с А, ит. д.): 


№А-С-№А-ТЬС=0 


ть А-+п.С — т. А == (0); 


ея 
\А: А -|- С) е?тАв. № ры т = 0, е 
(т, А п. С) ета — А—пС=0, 
АВЕО В—1О=0, 
т,В- п) Е г :В = 0, 


(В -Е и) =" В В-ПО 0, __ 
(т. В п.0) е"®" — т В— пт =0. 


Для того чтобы система (49) имела отличные от нуля решения, 
необходимо равенство нулю определителя 


ея ь = 
Ке та, ет Ка й 
пет пет т п 
К» [2 № 1 
то По тез п 


== (0 


`Если в этом определителе заменить е?”* на 2”, то получим усло- 
вие того, что система (50) имеет для В и О решения, не равные нулю. 
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Это показывает, что ©?" ‘и е?"’ являются корнями уравнения второй 


степени относительно »: 


и 
т^ т” п т 


= 0. (51) 


Хотя при выводе мы пользовались условием вещественности & и а’, 
однако уравнение (54) годится и для случая комплексных © и а’. Про- 
изводя циклическую перестановку значков 1, 2, 3, мы получим еще 
два характеристических уравнения: около #=1 и 1=с<. Для того 
чтобы вычислить А, В, С, О, следует в уравнениях (49) и (50) отделить 
вещественную и мнимую части. При этом мы сможем найти лишь отно- 
шение восьми вещественных чисел к двум из них. Для нахождения 
отношения остающейся пары чисел следует, заменив функции О и У 
системой фундаментальных решений О: и И, около #=41 (по форму- 
лам (39)), перейти затем к условиям на отрезке А,А.. Из четырех 


уравнений, которые при этом по- ий 
лучатся, два выполняются тождест- 
венно, два же являются совмест- 9 х 


ными однородными уравнениями 
Это дает возможность найти иско- 
мое отношение. 


85 


В качестве примера применения 
изложенной теории я рассмотрю 
задачу, указанную мне Б. К. Ри- 
ленкампфом и удобную с точки зре- 
ния. применения изложенног^ выше 
метода, так как здесь имеется три Фиг. 4 


особых точки. 
Пусть мы имеем плотину бесконечной длины и глубины с одним 


бьефом. Поперечное 'сечение ее АКГС изображено на фиг. 1. Будем 
считать, как это обычно делают, скорости малыми, сопротивление 
удовлетворяющим закону Дарси, а движение установившимся. Тогда, 
как известно ("), на границе водной поверхности АД потенциал ско- 
рости Фх имеет постоянное значение. Вдоль линии свободной поверхно- 
сти РЕ функция тока ф является постоянной и кроме того выполняется 


уравнение 
ф-{ Ку = сопз%, 


которое получается из условия постоянства давления вдоль свободной 
поверхности (К — коэффициент фильтрации). На промежутке высачива- 
ния ЕС также имеем условие $х- Ку = сопз%.} 
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Присоединяя к этим условиям еще уравнения границ АД и ЕС, 
получим 


на границе Ар у7со0з0, — хз 0, = с0п3%, ) 


ф = с013%, 

на линии ДЕ ф=00пз%, (а) 
ф- Ку = с0п3%, 

на линии ЕС 9003 0— тз1т 0 = соп3$, 
ф- Ау = с013%. 


Отобразим конформно область АРЕС плоскости комплексного пере- 
менного 5 на верхнюю полуплоскость плоскости вспомогательного ком- 
плексного переменного { (фиг. 2). Будем рассматривать в качестве 


АИ Е ЛЕЕВ очен ао 


в - МАРЕ) =0 И ИИ +1А)=0 7 ЛСЕ/=8 ©о 


Фиг. 2 


функций 7 и Е производные по # от комплексной координаты 5 и от 
комплексного потенциала }=Ф-, так что 


43 4} 
к 


Так как { вещественно вдоль границ области движения, то мы можем 
дифференцировать уравнения (а) по #{. Нетрудно видеть, что условия (а) 
могут быть заменены условиями, выписанными на отрезках СЕ, ЕШ 
и ДА (фиг. 2). По физическому смыслу задачи Пи РЁ могут иметь 
лишь регулярные особенности в точках #=0, #=4, #= оо. 


Поэтому мы можем применить рассуждения $ 1. Рассмотрим два 
случая. 


п 
Первый случай: тб, < 5 Прежде всего составим характеристи- 


ческие уравнения около особых точек, пользуясь уравнением (54). 
При {=0 имеем 


ем «Оз дей 0 


КА и Е 0 

0 $20 М в 

| их А —# 
Корни этого уравнения суть 

^: == Ее ^, — — е219, 

При #=41 характеристическое уравнение 

0 о 1 

КА А —# 0 

е-№ 0 с 0! 


0 0 — 
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имеет корни 
= —14 


й 2 — е-200, 


Наконец, при {= со корни характеристического уравнения 


е-1) 0 сш 0 


0 и 0 — 
е— 8 0 г 0 — 
Г око 


будут 
1 2%. 
При нахождении показателей а, о’, 8, 6’, 1, {’ может оказаться 
полезным рассмотрение области, соответствующей нашей задаче, 
на плоскости комплексного перемен- 


у 


КР 
чого =>. В данной задаче С 


представляет комплексную скорость: 
Е а | 
=, 
где о. и в, суть проекции скорости 
на оси хиу. Мы построим соответ- 
ствующий график на плоскости (5.., су), 
а не (0., —0,), так как нам нужны 
будут лишь абсолютные величины не- 
которых углов (фиг. 3). Способ по- 
строения описан в работе Девисона (1). 
Угол в точке ЕЁ, деленный на х, должен 
равняться разности «— о’; угол в точ- 
ке Р— разности В—8°и угол в точке 
А— разности 1—1’. Поэтому имеем К 


7 4 / 1 ’ 
а —& =0—-, 8—8 = > = 14 —=0— 0.. 


С другой стороны, так как 


_ 105 ‚ _ 1084 


Эр › Эте © 


получаем 
р 1 
ПЕ &, оли К, 


где Е — целое число. Точно так же 


ро т, В= — бт, у=Ь = 


где т и [— целые. 
Теперь используем то обстоятельство, что в точке О ди } должны 
быть конечными. Имеем 
й 


Я \ даа, Ра , 


1 
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где и =Ф-+®й, 2, =2, И! — значения } и 5 в точке Д. Для того чтобы 3 
и | были конечны, необходимо, чтобы интегралы 
1 


Ге—1)ва и \ ее а 


1 1 
были конечны, т. е. чтобы 8+1 и 8-1 были не отрицательны. Это 
дает неравенства 


5+т> 0, т+1—®>0, 
откуда 
т >, 


а так как т целое, то 


> 
\/ 
> 


Таким образом должно быть 


2 1 
В > — 6, “= —5. 


Аналогично найдем неравенства для “и > 
й 1 
@ = 0, &« > — = |. 0. 


Что касается точки {= со, то в ней 5 и | являются неограниченными, 
но можно оценить порядок бесконечности ‘для 5. Для этого можно 
отобразить конформно угол АВС на полуплоскость переменного &, так 
чтобы В перешла в точку 1=0, А—в точку #=-+ ©, С вё= — ®. 
Получим 2=ай-%. Поэтому, если возьмем [=1, то получим как раз 
нужное значение для \{: 

= — 9-1. 


Действительно, тогда на бесконечности будет порядка 


ие г 19—01 
1 ый 


р 
2= | 241 =0(и-%). 
со 
Если теперь в неравенствах для “, в” 8, 8' взять знак равенства, 


то получим такую таблицу показателей: 


1 =0, & 0, = — > - 0, 


=, 8=6 044, В’ =4. 


Другого выбора показателей быть не может, так как сумма всех 
показателей должна равняться единице. 
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Построение решения можно теперь провести с помощью функции 
Римана 


0 со Й 
В 1 —6 . р) а 
Положим 


а=а-- В], =, с=1 ао’. 
В нашем случае . 


В 6 0. о, 


Гипергеометрическое уравнение, которому удовлетворяет функция 


р( Ай :) 
И ВАВИИ И 


имеет вид 
1(1— ПУ’ [с — (а 6+1) ПУ’— аБУ =0, 
(АФУ + [5—8—(1+6—0: | и (5+8) ТО. 


В промежутке (0,1) возьмем, в качестве фундаментальной системы 
решений полученного уравнения, функции 


ие 8 
Ра. Е (6 В» рр ,:)=0, 
1 
ИР (а-с-1, 65-е 1, 2— с, = (1—6, 1308. 00) г) =. 
Тогда для Ди Е будем иметь 


д О ВВ). 


Ил : 
СИ—РИ 
Пе. 
И! —1 


Сир вещественны вследствие условия / (Р) =0 для 0 << 1. Условие 
на том же промежутке: 1 (1Ё- ^2) =0, дает 


бака АИ КВ”. 


1 
# (==). _, 
На отрезке (— со, 0) о в), где У’ вещественно. Поэтому 
при #=0 удобно переписать 2 и ЕЁ: 
(2’ ЕВ 2") Е тет (В’ + В”)У 
Иа: 7 
— АА” кВ” ету, 


Ут 


й= 


Е = 
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Условие 1 (2е`"®) =0 приводит к уравнениям 
ГА” + 4") е-"®] =0, 1 (В — В") =0, 
А’ = 40 я, В’=0. 
Перепишем теперь @ и РЁ для промежутка (0, 1): 


р 4* (© =0 +В" 


ИЕ ' 
К (А*0 + В/У) 
Е а Ва о 
к УЕ — 2 
и перейдем к окрестности точки #=41. Положим 
И=рИ, + 4И,, 
У — го -- ЗИ 


где 


О: =Р(а, Бр а 6-1 —с, 1-Е (0+5, Ев, 1—г), 
У, = (1—1) ЕР (е—а, с — 6, с 1—а—6, 1—1) = 


1 
—— 00 


НИ | 
т С (>-®) у. 


(У: вещественно при # > 1). 
Получим 
у [АР (в =0 + О В" О, — Е [А*4 (© п0 + 2) + В” с У 
—#ИЕ—1 р 
Условие 1(1Р)=0 при {>41 выполняется автоматически. Условге 
1(йе-*®) =0 дает 


1 (зе-т о [ А’р ов тб 2 (А”р + В") = 0, 
Г[А”9 015 0-1 (А"4- В") =0, 


или 
А"р (с46 тб соз кб, -- зп лв, -- В"г эт ^0,=0, А”а-р В"; =0. 
Отсюда находим 
Е А м ". 
5 г п л0д пл 0 
Оба полученные для В” выражения совместны, как это легко проверить 
$ 
с помощью равенства (53) для г . Как известно из теории гипергеомет- 
рического уравнения, 


р. Пе -а РВ) 
г Г(2—с).-Г(е-а).Г(е- 5) ° 


В нашем случае 


„_т-дя(нсвия 
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Полагая 
__ Р 605т (0 — 6%) _ о. 
г эп пб эп № 
напишем 
В” == ь4”. 


Что касается 7, РК, ди }, то они представляются формулами 


7 — де © РОО И. РИ 2 


и ь И—:’ 


1 р 
— ди ( © 0 + И СР (5) 
А \ И От А 4% 


Число А” будет найдено, если известен отрезок ВЕ *. Пусть, в точке Ё, 


= — 16“, тогда 
реп а 1е7100 
Нан (с) 
(се 0 РООИ 
И 4 


о 


В уравнении для |} мы взяли произвольную постоянную интегриро- 
вания так, чтобы, при &=1, }=Ф-- Ф=0. При убывании Ё от 1 до 0, 
ф остается постоянным (равным нулю), так как ДЕ есть линия тока. 
При этом Ф изменяется от 0 до некото- 
рого значения Ф= $, так что 


[6 й 
КА Е 4 = 
Если бы нам было известно Фу, то послед- /- 
няя формула дала бы возможность вычис- ее 
лить А, а по формуле (с) мы нашли бы [%. 


> 28 п п 
Второй случай: тв; >>. При 9, =- на плоскости (5., 0,) тре- 


угольник АДЁ вырождается в точку, так как линии АД и ЕС взаимно 
перпендикулярны. Следовательно, во всей области движения скорость 
одна и та же, равная по величине А с0з тб и направленная перпендику- 
лярно линии АД (фиг. 4). 


к ж 
Если тп9, > >, то движение будет такое же, как и при к =-- 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 2311-1939. 


* В действительности отрезок ВЕ является искомым. Если бы мы имели конечную 
область движения, то смогли бы его найти. В нашей же задаче мы в сущности 
не имеем ни одной заданной длины. 
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Р. РОГООВАВМОУА-КОСНМА. АМ АРРЕСАТГОМ ОЕ ТНЕ ТНЕОВУ ©0Е 
ИМЕАВ ОТЕЕЕВЕКТТАГ ЕООАТ!ОМ$ ТО $0МЕ РВОВГЕМ$ ОЕ @ВоОМО- 
УУАТЕВ МОТГОМ (ТНЕ САЗЕ ОЕ ТНВЕЕ 516 ОГАВ РОТУТУ) 


ВОММАВУ 


|2 Ще ргезепь рарег Фе оПо\уше ргоеш 13 сопз14егей: оп {Ъе геа] 
ах!з 0! фе сошр]ех # р\апе аге с1уеп \№гее рошёз 4,, А,, А., ш \Ь1ев 
1=0, 1, со гезреслуеу. То Йп4 $\0 пе 0пз  ап@ Ё зайушс оп фе 
зеотеп{з о! Ве геа| ах1з {Не ефиайопз (1), \Веге А,, 1, ти, п, аге сотрех 
сопзбапбз ЦН фе деегиипаюф (2) Чегет {гот его. 2 ава Е ша 
Бе апа]уйса! ш \Ъе иррег ВаМ-р!апе апа Бо]отлогрЬ1с ш 1 еуегумВеге 
ехсерь {Ве рошёз #=0, 1, со, \Ъаей аге техщаг зтео]аг рошёз. ТЬе 


й 
отатт. Твеп Й ап Ё гергезепф Ппеаг сот та мопз оЁ Бе шодатепба1 
зузбет оЁ зо]аМопз оЁ а Ппеаг Чегета] едаа оп оЁ ЕисЬз” с1азз (Ве 
Гогр\ае (14)). Те ш41сез абомф {Ве зпошаг рошё А, аге дебегише4 Бу 


еглуайуе о! \Ше асмоп (= ^ пазь поё Уаз Ш апу ро оЁ Фе 


_ 1084, 0 Ч05 А. 
Тир Ион 


‚ —= 


\Веге \, апа ), аге {Ве гообз о! \\е Чебегиаито едаайот (54). ТЬе 
соп@Илопз оп Те зесотпепфз (1) епае из $0 Йп@ фе агЬцтагу сопзфап13 
шт Фе {ога (14) пр 40 а сопзёаюь Гасфог. 

Тье 1аз6 рагастарь 1з Чеуобе@ 10 \е зоаМоп оЁГ ап ехашре тот 
{Ъе 1Ъеогу о! р1апе збайопагу шойопз оЁ стоип4-\афбегз. 
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Серия математическая Зетме ша{пета\1аие 


Н. А. АРТЕМЬЕВ 
ОСУЩЕСТВИМЫЕ ДВИЖЕНИЯ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


В работе изучается устойчивость движений и траекторий, опреде- 
ляемых стационарной или нестационарной динамической системой, 
по отношению к возмущениям начальных условий и по отношению 
к возмущению самих дифференциальных уравнений, и устанавливается 


достаточный признак устойчивости этого рода для периодических реше- 
ний определенного класса. 


$ 1. Введение 


А. А. Андронов и Л. С. Понтрягин ввели понятие «грубых» систем 
дифференциальных уравнений (1?). Авторы стремились при этом при- 
близить математическую постановку задач к реальным физическим усло- 
виям. Одновременно, благодаря удачно введенному понятию, они достигли 
и другой цели: им удалось для выделенного класса «грубых» систем 
дать почти полную классификацию возможных типов траекторий. 

В этой работе я ввожу понятие «осуществимых» движений и траек- 
торий также с целью приблизить математическую постановку задач 
качественной теории дифференциальных уравнений к реальным физиче- 
ским условиям. Однако я не сужаю класса рассматриваемых дифферен- 
циальных уравнений, а выделяю определенный класс изучаемых траек- 
торий. 

Пусть в некоторой ограниченной области @ п-мерного фазового 
пространства В, координаты точек которого мы будем обозначать 21, 


т,, ..., Хи, и при всех Е > 0 задана система дифференциальных уравнений 
| 
| ах; . 

= Ху (Ь жа, ..., 28), ]=1, ...5 п. (1) 


Относительно функций Х;мы пока сделаем следующие предположения: 
Яя 

о ВЕ. ‚], =Л,.... п вещественны, однозначны и непрерывны 

в замкнутой области * {2} Е @, ЕЕ [0, оо). 


А 2 
2’ Частные производные >. ‚ ‚К =1,..., п удовлетворяют в области 


* Точку пространства В с координатами х,, . 


.., 2, будем обозначать символом {2} 
или просто буквой т. 
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©, при ЁЕ[0, | со), условию Липшица: 


9%, 9% 
Эту | ть | 


т 
=» [к — Хь ) 
Е=1 


где Г, — постоянная. 

Если система дифференциальных уравнений (1) описывает какой-либо 
физический процесс, то правые части этой системы обычно известны 
лишь приближенно. Поэтому имеет смысл изучить, как изменяются 
решения этой системы, или например траектории, при небольших изме- 
нениях правых частей системы (1). Такого рода исследование проведено 
например в книге Кашке (3). Однако проделанное Кашке исследование 
относится к изменению решения в конечном промежутке времени 
— © << В < о. 

В болытинстве случаев, когда мы интересуемся качественными свой- 
ствами решений, эти качественные свойства бывают связаны с поведением 
решения в бесконечном промежутке времени. Таковы, например, 
вопросы об устойчивости решения в смысле Ляпунова, в смысле Пуас- 
сона и другие. Поэтому не лишено интереса исследовать, как изме- 
няются решения в бесконечном промежутке времени при небольших 
изменениях правых частей уравнения. 


Рассмотрим наряду с системой (1) измененную систему 
ау; ь Е 
ИХ: (6, Ул, ---> У») - зУ; (Е, Ут, ..- Уп), 1=1, 2 П, (1 ) 


где У; удовлетворяют условиям Липшица в области УЕ С, 1Е[0, - <). 

Пусть начальным условиям {5 (0)} = {а} соответствует решение {$ (#)} 
системы (1), существующее в промежутке О<Е< +, траекторию 
которого в пространстве В обозначим К. Рассмотрим теперь решение 
системы (1’), соответствующее начальным условиям 


{9 (0)} = {а «} = {6}, где |;| < 3] =1, ..., п. 


На основании теоремы о непрерывной зависимости решения от пара- 
метра и начальных условий мы можем утверждать, что при з достаточно 
малом этим начальным условиям соответствует решение {$ (1)} системы (1°), 
существующее в сколь угодно большом (но конечном) промежутке вре- 
мени 0 {= Т. На вопрос о том, существует ли решение {$ (#)} в бес- 
конечном промежутке времени 0 ={< + с, указанная теорема ответа, 
конечно, не дает. 

Обозначим траекторию движения {$ ({)} через Г,. Символами 0, (К+) 
и О, ([“) условимся обозначать соответственно 1-окрестности положитель- 
ных полутраекторий К+ и [/+. 

Аналогично символом 0, ({3 (#)} +) условимся обозначать 7-окрестность 
интегральной кривой * решения {$ (1)}, соответствующей значениям & > 0. 


* Интегральной кривой мы называем п-- 1-мерную кривую пространства 
(1, 2, ..., 2,). Траекторией мы называем п-мерную кривую пространства (х;, ..., хр). 
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Введем теперь следующие определения: 

Определение Г. Полутраекторию К+ будем называть осущест- 
вимой, если для всякого сколь угодно малого заданного 1 > 0 можно 
найти такое з(7)>0, что всякое движение {4 (1)} существует при 
всех 0О=<{ и всякая соответствующая полутраектория [+С. 0, (К+). 

Определение 11. Движение {© (1)} мы будем называть положи- 
тельно осуществимым, если для всякого сколь угодно малого 
заданного у> 0 можно найти такое з(7) > 0, что всякое движение 
{$ (1)} существует при всех #>0 и при всех #>0 справедливы нера- 
венства 19 — $ (8) |< т, 1=1, ..., п. 

Из определения видно, что осуществимость есть своего рода устой- 
чивость. Ввиду того что термин «устойчивость» уже употребляется 
в болышом числе значений, я решил назвать этот вид устойчивости 
осуществимостью. 

В дальнейшем мы изучим отдельно два типа систем дифференциаль- 
ных уравнений в нормальной форме. 

К 1-му типу мы отнесем такие системы, в которых правые части 
явно зависят от времени { и являются периодическими функциями &, 
т. е. система имеет вид 

45; с 
т 0: ие Ми), 
причем 
и 


Если правые части системы не зависят явно от времени ду 5 5 


система имеет вид 
4х; . 
и = Ху (ть -.., ®), и, 

то такую систему причислим ко 2-му типу. 

В этой работе мы устанавливаем достаточный признак осуществи- 
мости периодических движений системы 1-го типа определенного 
класса. В следующей работе мы дадим достаточный признак осуществи- 
мости полутраекторий периодических решений системы 2-го типа опреде- 
ленного класса. 

Укажем еще в нескольких словах на то значение, которое может 
иметь изучение осуществимости траекторий. Рассмотрим для этого огра- 
ниченную проблему трех тел. Пусть астероид Р движется под действием 
Солнца 5 и Юпитера Л. Считая массы Солнца, Юпитера и астероида 
равными соответственно 1, р, 0, а движение Юпитера круговым, урав- 
нения движения астероида во вращающихся осях, отнесенных к центру 


инерции 5 и Л, можем написать в виде 


4х 4у _ 0® 

21? 21 — д 2 (А) 
а? | р) ах _ 08 

а! 4@ ду’ 


=? (2+ у) + нь о, 


Известия АН, Серия математич., № 3 
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Здесь п— угловая скорость Юпитера относительно неподвижных осей 
координат, А? — постоянная тяготения, г, и г, — расстояния астероида 
от Солнца и Юпитера. 

Отбросим в правых частях уравнений (А) члены, происходящие 
от действия Юпитера, т. е. положим „=0. Таким путем мы получим 
задачу двух тел би Р. Если соответствующая эллиптическая орбита 
астероида Р оказалась бы осуществимой, то это значит, что при 
достаточно малой массе » Юпитера возмущенная орбита астероида Р 
при всех { =0 будет лежать в любой сколь угодно малой окрестности 
невозмущенной эллиптической орбиты. Более того, если на астероид Р 
будут действовать возмущения от каких-либо других планет достаточно 
малой массы, движение которых при всех значениях {= 0 совершается 
по орбитам, достаточно удаленным от Солнца, то в случае осуществи- 
мости возмущенная орбита астероида все равно будет лежать в сколь 
угодно малой окрестности невозмущенной эллиптической орбиты. Таким 
образом осуществимые траектории являются классом особенно прочных 
траекторий. 

Здесь следует, впрочем, отметить, что те достаточные признаки осу- 
ществимости, которые я устанавливаю в этой работе, скорей могут 
найти свое приложение в радиотехнике, чем в небесной механике. 


$2 
Рассмотрим систему 1-го типа 
ах у 
в=хХнЬ а, а т И (1) 


т. е. таку», правые части которой являются периодическими функциями 
времени {, период которых мы примем равным 2*. Предположим кроме 
того, что функции Х; удовлетворяют сделанным выше предположениям 
45 и 2 

Пусть уравнения (1) допускают периодическое решение 


= (И =: (Е ж), 1=1,...,п, (2) 


принадлежащее при всех рассматриваемых значениях { области @. 
Рассмотрим наряду с системой (1) измененную систему * 


ау 
= Ха У... Ув) ЗУЬ и, у). (3) 
Мы предположим, что при всех 
ЕС, 
1Е[0, + со) 


функции У; вещественны, однозначны и непрерывны. 


* Функции У, мы, разумеется, не предполагаем обязательно периодическими 
функциями {: 
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Кроме того мы предположим, что функции У; в той же области 
удовлетворяют неравенствам 


ПИ у М) 54 = 14-й (4) 
и 


ть 

[Уз (у... Ут) — УЗЦЬ У... ут) |5 УХ Е Ув | ув, (4') 
К=1 

где [ — постоянная. | 


Исследуем окрестность периодического решения {3 (1)}. Для этого 
положим 
и=Ф( 20, И, (5) 
и составим дифференциальные уравнения возмущенного движения, 
которым удовлетворяют функции 5; (1). Имеем 


п ь 
УЕ 
И Оу 


ьа 2к- В; (, Зе) Е 


Е=1 
Е 37), (6 9 (2... 9 (2), (6) 
где В; — остаточные члены в разложении по формуле Тейлора функ: 


ций Х,. 
Составим также уравнения в вариациях, соответствующие неизме- 
ненной системе (1), т. е. линейные уравнения 


аи (7) 


Введем понятие расстояния в п-мерном пространстве * Ё, а именно. 
расстояние между точками {3} и {2'} положим равным ** 


т (2, 5') = ИХ (к а дк). 


й=1 
Для краткости, расстояние точки {2 (1)} от начала координат будем 
обозначать просто символом г (1). 
Предположим теперь, что фундаментальная система решений ура- 
внений в вариациях 


= т 
45; й 
а Азь ($) 5ь, =. ПП, (8) 
®=1 
где 
ЭХ, 
саб.) р 9 
Ад (1 = ду №@’ 7. № о ( } 
обладает характеристическими показателями ск = — Аи + и, К=\,....п, 


с отрицательными вещественными частями — ЖА удовлетворяющими 


неравенств 
} о => 0. (10) 


* Пространство, точками которого являются {=}, будем обозначать символом Е. 
** Аналогично символом г (1', 2) будем обозначать эвклидово расстояние между 


точками 2’, х пространства В. 
8* 
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Пусть 2 какая-либо замкнутая область С @. Введем следующее 


определение: 
Определение ПТ. Все периодические решения {$ (1)}, периода 2= 
системы (1), удовлетворяющие условиям: 
1° {Ф (#}} Е = при любом # = 0, 
20 характеристические показатели системы (8) обладают отрицатель- 
ными вещественными частями —)», удовлетворяющими усло- 
вию (10), 
назовем периодическими решениями „класса Н (3, 5)“. 
Будем интерпретировать решение {5х} = {$ ({)} в пространстве п- 1 
измерений с осями 1,421,..., 2. Этому решению будет соответствовать 
п- 1-мерная интегральная кривая системы (1). 


Введем определения *: 

Определение ТУ. Область 9, содержащую внутри себя инте 
тральную кривую {5} = {$(1)} и такую, что каждая интегральная кри- 
вая системы (1), проходящая через какую-либо точку области ©, 
асимптотически стремится к интегральной кривой {© (1)} при Е —- ©, 
назовем «-предельной областью притяжения движения 
{2 (0). 

Определение У. Окрестность 0. ({® (1)}), содержащуюся в ®-пре- 
дельной области притяжения 9 интегральной кривой {э(#)}, условимся 
называть ®-предельной з-окрестностью притяжения интегральной кри- 
вой {9 (1)}. 

В своей предыдущей работе (1), посвященной оценке окрестности 
притяжения периодических движений, а также оценке сверху числа 
периодических движений класса Н ($, °), содержащихся в области ©, 
я пользовался одной леммой, с помощью которой я докажу теперь 
осуществимость траектории любого : периодического движения класса 
Н (в, г). Эта лемма формулируется следующим образом: 

ЛЕММА 1. Пусть задана система линейных дифференциальных 


уравнений 
и 


4=; - 

о (11) 
®=1 

коэффициенты которой суть вещественные периодические функции 1 

с периодом 2, непрерывные при всяком вещественном 1 и удовлетворяю- 


ие неравенствам 


Е (12) 

где А — постоянная. 
Тогда, если все характеристические показатели системы, эк = — Жи 
-Е ®л, &=1,...,П, имеют отрицательные вещественные части, такие, 


* Понятие области притяжения принадлежит А. А. Андронову, хотя, насколько 
мне известно, нигде не было им опубликовано. 
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что щ—В>0, А=1,...,п, то любое решение этой системы удовле- 
творяет неравенству 


М" —1 


О 2 (13) 


п = (пт 


где М = зп [1 + е?"8+"4)], а $ — любое целое положительное число. 


$3 

Пусть заданы какие-либо две системы Г и П дифференциальных 
уравнений в нормальной форме, с одинаковым числом неизвестных 
функций, зависящих от одного аргумента, который попрежнему обозна- 
чаем буквой #. Решения систем Ги ПП, удовлетворяющие при каком- 
либо значении {= одним и тем же начальным условиям, мы будем 
называть «соответствующими» решениями. 

Рассмотрим теперь наряду с системой уравнений в вариациях (8) 


о еж 
2-Х м (В м, 
=1 


измененную систему 
4: т 
=. == — Ар (1) в В; (1, 81... .:) п) -- 0; (2, 81.:..) п), (А) 


#=1 


коэффициенты которой И; удовлетворяют следующим условиям: 
1° функции 0; (1, 21,..., 21) непрерывны и ограничены в области { > 0, 
т (5, 0) = т, именно 
[93 (&, Во -3 2%) == 


2% кроме того удовлетворяют в этой области условию Липшица 


193 (6 2 -иян) — 56 ды) |5 У [к аь|, 
В 


где [ — постоянная. 

Докажем следующую лемму: 

ЛЕММА П. Решения системы (А) отличаются от «соответствую- 
щит» решений системы (8), в промежутке 0<1=< 2т$, при г(0) и = 
достаточно малых, не больше, чем на величину 

Це п (5) в7 (0)] [е2тет(АЗЬНЕЙ — 1] 
пА . 


где 
$ (5) = е?тзтА, 


р Ю 2. (6) | ки [Е + пд ($) вл (0)] [е?теп (А-Ь+еИ) == а 


= = 25. 
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ли 


Г (= т(2) ое Е [етзт(А-ь+ 1) кр 1 
т А 

ОЕ = 25, 

па = (0 Ц [е2тзт(А+Ь+е0 — 1], 


п? А 


о 


причем величина р стремится в нулю вместе с г(0). 


Доказательство. Для доказательства леммы мы применим 
метод последовательных приближений. 

Возьмем область # С. 6. Пусть 1 и Г будут соответственно границы 
областей # и @. Обозначим через 4 нижнюю грань расстояний между 
какими-либо двумя точками, принадлежащими соответственно границам 


у и, те. р 
д= тЁх [{24}, {2}, (14) 


где г [{2.}, {2г}] — расстояние между точками {т} и {2}, а {5} и {г} — 
любые точки, принадлежащие 1 и Г. 

Пусть {$ (#)} — периодическое решение ЕН ($, =). За число \, фигу- 
рирующее в условии 1°, мы примем теперь число, определяемое равен- 
ством (14). 4 

В моей работе (*) было доказано, что если точка {$ (#)} - {2 (1} Е © 
и функции Х; удовлетворяют условиям 1° и 2°, то функции В; удовле- 
творяют неравенству 


| В; (Ь, 21. . .› 2п) — В; (&, 1... 69| = 
т т п 
’ т ’ 
<. тах {У , Ха У. (15) 
Е=1 = В-=1 


Отсюда вытекает, что если точки {2’} и {2} удовлетворяют неравен- 
ствам 


НЕ В 


то функции В; удовлетворяют условию Липшица 


| ВУ (Ь, 25,...› 2) — ВУЦЬ 2..0) «в У, 74... п (46) 


= 
— 


с коэффициентом | = и. 


Таким образом коэффициент |» в неравенствах (16) может быть сде- 
лан сколь угодно малым, если только выбрать достаточно малым число &. 
Этим обстоятельством мы воспользуемся в дальнейшем. 

Примем за нулевое приближение {29 (1)} к решению системы (А) 
«соответствующее» решение системы в вариациях (8), т. е. {2 (1)}. Это 
решение {2 ()} удовлетворяет уравнениям 


п 
2) =2,(0)+ У Анда аь 1-4... ,п. (47) 


Е: 
= 
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Первое приближение {2’ ({)} определим равенством 


- 


и(=2 (0 +1 Аз (8) ыа+ | аа 


а ав (18) 


>—- 


Все последующие приближения (номеру приближения соответствует 
верхний индекс) определим с помощью рекуррентной формулы 


и =2 9+ \ УХА (041+ 
К=1 


2 


1 


1 
+) Ве ат, ое | бт, та. (19) 
0 9 
Решения системы уравнений 
— еы 
= А х У (20) 
с начальными условиями 
93 [1-0 = 7 (0) (20°) 


являются усиливающими для решений системы (8). 


Решая систему (20) с начальными условиями (20’), найдем оценку 
для нулевого приближения: 


[28 (2) |==| 2; (#) | < у; (#) <= г(0) 8 (5), при О<#< 5, ]=41,...,п, (24) 


Ве) =, 

Пользуясь условием Липшица (16) с коэффициентом |. = п.Гл и усло- 
виями 15° и 2°, мы будем пока считать их справедливыми для точек {2"} 
и {2"+1} при любом т и при всех 0 < {< 2т$. В конце доказательства 
мы установим неравенство, которому должно удовлетворять для этого 
начальное расстояние г (0) и з. 

Тогда из формулы (18), (21) и из условий 1° и 2° получим следую- 
щую оценку для первого приближения 


[2;(#) | < т (0) $ ($) - [п3 (5) вх (0) - з], О<1=< $. (22) 
Обозначая оценку величины |2}(1)|, при любом ]=1,...,п, через 
К» (1), из формулы (19) получаем рекуррентную формулу для оценок 


[ 


Киа (=г (0) эп (А-В) \ КИ тм, о... | (3) 
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Применяя формулу (23) последовательно для т=1, 2,..., получим 


(А р м а 
Киа (1 око т ея ХИ а 


1 


1 
+ [п (А+ в)" \ ан К, (1) 41. (24). 


Далее 


Й 


1 + 
\ ав. \ о \ (1— и)"-ЕК, (и) аа = 
0 0 0 


[Ави , [6409 (8) 70 азии ”е 
м а И 


Подотавляя (25) в (24), находим 


к 
Коко Му! Уи 


Е 
(А 0 т (0) 3 А т 
+7 (0) 85) ыы В ое: 0% 


Переходя в формуле (26) к пределу при т->-Р со и замечая, что Ки (#} 
монотонно возрастающая функция т, имеем 


К, (1) < На Кии (= К (= (0) "(Ач 


т-—>-Н оо 


Е [еА+ь — `Пы О=Е= 2т$, ЗУ и и 


# 
* 


п (А-Ь) (27) 


Отсюда * 


био [25 ( |5 | < (0) ман де [ен —1]. (28) 


т--Е со п (А 
Оценим теперь величину | 5; (#1) — 2; (#) |. 


Вычитаем из уравнений (19) уравнения (17): 


Вы 
(= | Умора 


1 


= \ в а \ а (29) 


0 0 

* Существование предела т | (1) |, а также и то, что функции 2; (#) удо- 
тр—--оо 

влетворяют дифференциальным уравнениям (А), доказывается как обычно в методе 


: 1 
РАсаг4?а с помощью оценки | ат (#) — =; (1) |, на чем мы здесь не останавливаемся. 
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Перепишем уравнение (29) в виде 


(0 в Арк (8 [27 (1) — 2, (О аЕ- 


А=1 
р 
+} 82, 2 ВИЬ ть. ат) @ + 
0 
1 
+=} (О 27, РИ ль. вы) + 
0 
р р 
+ 5,2... 2ь) Е з О, В... н) 44. (30) 
0 0 


Обозначим оценку величины |2/' (1) —2;(#)| через О (1). Из (30) и (21) 


находим рекуррентную формулу для оценок 
1 


Она (0) = [618 (5) вл (деп (А-З) | 9, (04. — (94) 


0 


Применяя формулу (31) последовательно для т=1, 2,..., получим 


[Е + п (5) вл (0)] ВБ ЕЁ 
От (1) = АЕ 1) алые я ЯЕ 


В=1 
р 1 


(Ав 0" 44... \ 0, (141. (32) 
0 0 


Но 
О, (1) = [в- пд (5) вг (0)] 1, 


ноэтому 


ай... оба 1 \с и)"-10 1 (и) аи = 


т— 1)! 
а 
— [В и (8) ви (0) #1 
— (т +! р (33) 
Подставляя (33) в (32), находим 

Сев (5) вк (ОЖ +). | 

От (= п (А в 21) К! (34) 

=1 


Переходя в (34) к пределу, получаем 


9(0=. к ‚9 (0 = [е я [Аи — 1]. (35} 


Из (35) в силу определения функции @ (1) вытекает неравенство 


аи ры Ни 1, ое 2и8. (36) 


362 Н. А. АРТЕМЬЕВ 


Для упрощения дальнейших вычислений заменяем неравенство (36) 
более грубым: 


_ Е $ 
ма 


0)] [е2тзт (АЧЬ-0 — 4], О<1=—< из. (37) 


Из (37) получаем 


г [2 (8), 2(1]] < [+= м в” (0)] [е2язт (АНЬ+ — 1], 0—1 < 25, (38) 
А 


отсюда, пользуясь теоремой треугольника, находим окончательно 


г (0 = -- ЕО О] [ооликачьней — 4] 


п? А 


(2) = (1) [Е + п3 (5) ми (0)] [епт (АЧЬ+0 — 4] 


] 
| бе м. (39) 
| 
) 


ы 
п? А 


„При выводе неравенств (39) мы предполагали, что условие Липшица 
{16) и условия 41° и 2° справедливы для точек {2”}. Теперь мы уста- 
новим неравенство, которому должны удовлетворять г (0) и 3. 

Мы должны выбрать г(0) и з столь малыми, чтобы точка {9 (#)} | 
- {=" ($)}} при любом т=0,1,2,... и при всех 0 < {< 2т5 принадле- 
жала области ©. 


Из неравенства (28) видим, что это будет наверное выполнено, если 
потребовать, чтобы 


т (0) е2тзт (АВ) 1 — ®  [ожзт (А) — 4 г 
(0) | 1 < т 
Это последнее неравенство будет наверное выполнено, если выбрать 


г (< о =а, в=иЁм, , ) 
(40) 
ара 


9 [ее А+ Е 1] 


— 


Сравнивая условие 1° с неравенствами (4) и (4’), видим, что оценки 


леммы П непосредственно применимы к системе уравнений (6), если 
положить 


УДЬ #1 (И 2ь.. .› Фп (#) 2.) =0; ($, 21,...,2), 1 =4,.. 


У 
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ЛЕММА 111. Если г(0) и э достаточно малы, а именно удовлетво- 
ряют неравенствам 


О в вм, (44) 


о —] 2 
то решение измененной системы (6) удовлетворяет неравенству 


т (25) <г(0) о и е-2т88 | 


ет, (А--и--=Т) й 


а (42) 


1 
125 ($) о г. 1] 
>. Е 


причем при заданных п, Г, А, т, В, надлежащим выбором чисел 5, ® (5) 
И 31 (5, 9), это неравенство можно привести к виду 


г(2=5) < г (0).2—*°--8, при (0) <®(5), з<а, (43) 


в котором множитель 2’ можно сделать сколь угодно малым одним 
лишь выбором чисел 5 и ®(5), а 8 можно сделать сколь угодно малым 
соответствующим выбором числа 1. 

Доказательство. Утверждение непосредственно вытекает из | 
и П леммы. Действительно лемма 1] дает 


= 7 (5) ви (0 

т (2$) ил (2=$) -- а (егщею (А Ны-е 0) Ри в 
п?А 

пользуясь теперь неравенством леммы Ги принимая во внимание, что 


т (0) =х (0), получим 


и 
Е п? $ (5) [ее 4] 
(кз) == (0) {п ть ы ы 
е?тзт(А-Ь-+е1) и 
+3 т ) (44) 


п*А 
что и требовалось доказать. 

В дальнейшем мы будем рассматривать всегда значения з меньшие 1. 
Таким образом вместо второго неравенства (40) мы будем считать, что 
соблюдается неравенство 

. п (А + в) и 40’ 
& < пут 1 в) ет" А+Ь) 1] $ ( ) 


Неравенство (44) мы теперь усилим, заменяя в правой части его з, 
входящее в показатели единицей: 
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Е 2 2551 (А-ЫННИ) 
(кз) = ^ (0) 1 п, и е- тэ р 3 (5) [е -| т 
2тзп(А-ЬНИ) а 
Е (45) 
РА 


Пусть теперь числа п, Г, А, чи 8 заданы. Положим для краткости 


1 
ь м” Рей аа - п? $ ($) Е а 1] м ] 
М-— 1 Г А —=80 
ет" КА+Ь-И) а ( (46) 
1 Не 


п? А 


ДИ 


Функция 0 (5) =-/—ге "8 при $—> -- со стремится к нулю. Вы- 


берем $=5 столь большим, чтобы 


чи ЕВЕ ГА 
а ть (47) 
Величина 5 из уравнения (47) может быть выражена в функции вели- 


чин п, А, В, Г, 1. 


Теперь определим з и Ё из равенств 


3 < 
Е 3 (5) О Аи В 1] к И у 
А 9+1 й | 
е?пбп(А-+Ь-И А а $ (48) 
$ 0. 
в 
п? А 


Величины & и ® из равенств (48) определяются как функции величин 
о А.В, м 


Потребуем теперь, чтобы 


В 


С | Е п (А пГЕ)Е ‚ 
т (0) < сете") — п’ = шв 1, [ет — т ь и. 


Очевидно, что в силу неравенств (48’), правая часть неравенства (45) 
будет <=6-7(0).2`°, что и требовалось доказать. 


85 


Для того чтобы доказать положительную осуществимость движения 
{Ф (1)}, необходимо воспользоваться еще одним свойством систем диф- 
ференциальных уравнений вида (6). 
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у 
Пусть {2(1)} есть некоторое решение системы (6), для которого 


Е 
р) оо гв 1] ? 


т (0) = 


ь а п (АПРА Е 
< шш | у р) [еп (АЧИТ) | } › 


где & удовлетворяет неравенству (48). 


В силу доказанного выше оно существует в интервале 0 <= #=< 2ж9 
и непрерывно в нем. Никакого другого непрерывного решения, соответ- 
ствующего тем же начальным условиям {5 (0)}, не существует. Положим 


и напишем систему (6) в новой переменной т, 
п=#— 29; 


тогда вследствие периодичности функций Аз (1), В; и ©; относительно 
+ получим 


с т, 
2. == > А (<) к В (г. 21, , т) Е 
Е 
-Е зУ; (++ 25, ‹ (*) 21, ‚ 9 (т) 2) (49) 
Положим 
У (< 2т5, 91 (9-Е, то Ф (Ба) Эн ыон В 2). 


В силу сделанных предположений (4) и (4’) о функциях У;, новые функ- 
ции (; будут снова удовлетворять условию 1°. Поэтому к решению 
системы (49), удовлетворяющему начальным условиям 


опять применимы леммы П и Ш. Решение {5(1)} таким образом про- 
должено на сегмент 215 = {= 4л9 и удовлетворяет на нем неравенству 


а (|= (0) ватт (Ат) т ы = [о ® 2) 1], (50) 


причем г (4=5) < г(0) 27° -8. 

Отсюда по методу индукции заключаем, что решение {2 (1) } суще- 
ствует при всех # =0 и удовлетворяет при всех #0 неравенству (50). 
Правая часть этого неравенства может быть сделана сколь угодно ма- 


лой, если выбрать достаточно малыми г(0) и . 
А это означает, что периодическое движение {9(1)}} положи- 
тельно осуществимо, что и требовалось доказать. 
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Из осуществимости движения, разумеется, вытекает также осуще- 
ствимость положительной полутраектории этого движения. 

Заметим в заключение, что в целях упрощения вычислений все 
полученные оценки в количественном смысле были сделаны весьма гру- 
быми. Условия, которые мы накладывали на правые части системы (1), 
также можно сделать более общими. Наложенные мною условия удобны 
в том отношении, что они легко проверяются в конкретных случаях. 


Исследование систем 2-го типа мы дадим в следующей работе. 


Ленинградский гос. астрономический Поступило 
институт. 27.ХП.1938. 
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№. АВТЕМТЕУ. ОВЕВ ВЕАЕТЗТЕВВАВЕ ВЕМЕСОХСЕХ 


ЛОЗАММЕМЕАЗЗ ОМА 
\У\епи аз Зузбет ег ОШегепйа1ое1сВипсеп 
4х; 5 . 
-и = ХВ 21, ..., 9), А Ы: (1) 


етеш рпузШаЙзсВеп Рго2езз еп(зрелеВф, зо зш@ зе\убиЙев а1е гесЪбет 
бецеп 4ег С1е1сВипеепй паг аппёПегиЯ Бекапиё. ОезВаЪ 156 ез уоп Шце- 
геззе Фе Апдегипоеп ег 1.6зипа Ч1езез бузбетз, и. Ь. ег Тгадекюнеп, 
Бег Кешеп Апаегапсеп 4ег тес\Меп бейеп 4ез бузетз ха зба@егеп. 

У\епи мт Че даа!айуеп Елоепзсва епт ег Гбзипсей итмегзасВеп, 
80 егуезеп з1е э1сй шт еп шезеп КАПеп ши дет УегЬаЦеп Чег Тбзапоет 
ш Чет апева11сВеп 7ецицегуаЙ уегБипаев. 

Ветгасеп \1г апззег Чет Зузбет (1) пос 4аз уегапдеме Зучет 


а . 
ИХ: 1 о) р (2) 


Ез зе1 {$ (1)}, Бег аПеп Е=0, Фе Тбзапе (о4ег @1е «Вемесипо») 4ез 
бузбетз (1). Ветасвеп \!' аиззег ег ТГ0зиио {9 (1)} посев 91е Т.6зипе 
{Ф(1)} Чез уегап4емет Зузбетаз (2). Ез зе! 


1$; (0) — 9; (0) <в, ]=1,...,п. 


Ре! 11610. У/ш пеппей а1е Веуесиие {$ (()} геа|1з1егЪаг, 
\епп тап {аг еш посЬ зо Кешез ч>0, еш зо|сВез ®(1) > 0 Надеп 
Капп, Чазз }е4е Вемуегипе {$ (1)} Бег аЙеп {> 0 ехзМегь ип@ аъе а1е 
Отеле апоей 

141 ( — #1 (0) [= т, 1>0, Е Е. ал, 
ег 6 за. 
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Ез зе1 К" а1е На\Ытазекфоме ег 1.бзипя {$ (1)} 4ез Зузйетаз (1), ип@ 
[Л де На тадекиюте Аег Т.6зиих {(0} 4ез бузбетз (2). Вехесвпеп 
уг ши 0,(К*), тезр. 0, ([\) ае л Отверите дег На! тадеконче К*, 
гезр. Г". 

Ре! 1п1610т. Ут пеппеп 41е На \та]ек(юзе геа1 1з1егЬаг, мепп 
тап Ё@г еп посй зо Кешез у > 0, зо]сВе з(1) > 0 шипа &а(1) > 0 Йа4ев 
Капп, Фазз ]е4е Ве\месапто $, (аа) г 1=0, зо\ме 41е епзргесВеп4е 
На! тадекоме Г <-И,(К*) ех1зМег. 

|1 4ег уогпесеп4ей Агреф зеПеп \т еше сепиасепае Вейшпсипя 


ЧаЁаг айР, дазз @1е рего1зсВеп Ве\уесипсеп етег резитицеп К]аззе 
геа | 1з1егъаг э1п4. 
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